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SUMÁRIO 
Neste trabalho, aplica-se o método dos elementos 
finitos ã análise do comportamento não-linear geométrico de estru 
turas laminares, sob açao de cargas estáticas e dinâmicas. 
Dois tipos de formulação sao estudadas. Na prime! 
ra, através de elementos degenerados de elementos isoparamétricos, 
utiliza-se diretamente a teoria da elasticidade tridimensional, 
nao introduzindo restrições quanto ã grandeza das deformações. 
A outra, derivada das equaçoes de von Kármán para 
grandes deflexões de estruturas delgadas, é específica para pro -
blemas de pequenas deformações. 
Resultados de diversas análises sao apresentados . 
Discutem-se vantagens e limitações das aproximações desenvolvidas 
e eficiência dos modelos implementados. 
V 
ABSTRACT 
ln this work, the finite element method is applied 
to problems involving the geometrically non-linear behaviour of 
surface structures, subjected to static and dynamic loads. 
Two kinds of formulations are studied. ln the 
first one, through isoparametric degenerated elements, the tridi-
mensional theory of elasticity is directly used. There are no 
restrictions for the magnitude of the deforBations. 
The other one, derived from the von Kármán strain 
expressions for large deflections of thin plates, is limited to 
probrems involving small deformations. 
Results from severa! analysis are presented. Advag 
tages and limitations of the developed aproximations arediscussed, 
as well as the efficiency of the implemented models. 
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INTRODUÇÃO 
A consideração de não-linearidade geométrica e um 
fator importante na análise de estruturas laminares. A resposta 
não-linear de uma estrutura pode ser bastante diferente da linear 
quando as deflexôes que a estrutura sofre são finitas, ao invés 
de infinitesimais (como consideradas pela teoria linear). O estu-
do deste fenômeno através de métodos analíticos, porém, é limita-
do a alguns tipos simples de estrutura, sob carregamentos e condi 
çoes de contorno especiais. 
Grande impulso se observou, nesse sentido, com o 
desenvolvimento do método dos elementos finitos, que permitiu a 
extensão do estudo a casos de estruturas de formas geométricas ar 
bitrárias, com espessura variável, condiçôes de contorno e carre-
gamentos também arbitrários. 
Inicialmente, sua aplicação a estruturas laminares 
era feita através de elementos planos. Com a evolução do método, 
desenvolveram-se elementos em cuja formulação se inclui a curvatu 
ra da estrutura, assim como elementos derivados de teorias tridi 
mensionais. 
Através do processo de degeneração de elementos is~ 
paramétricos, Ahmad 19 sugeriu um elemento de aplicação eficiente 
e econômica para análise linear de estruturas laminares delgadas 
e moderadamente espessas. Por conservar todas as características 
da teoria tridimensional, sua aplicação à análise não-linear pode 
ser feita sem as limitaçôes impostas pelas teorias de corpos ori-
entados. 
No presente trabalho, comparam-se duas formulaçôes 
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para análise não-linear geométrica de estruturas laminares: a pri_ 
meira, sendo de teoria tridimensional, não impõe qualquer restri-
ção ã grandeza das deformações enquanto a outra, específica para 
estruturas delgadas, é aplicada em problemas de estruturas sujei-
tas a grandes deflexões, porém pequenas deformações. 
No Capítulo I, comentam-se os diversos tipos de 
aproximação mais utilizadas na análise de estruturas laminares P! 
lo método dos elementos finitos e como cada uma delas considera a 
não-linearidade geométrica. No segundo, derivam-se explicitamen-
te as matrizes de rigidez e massa para um elemento tridimensional 
degenerado com esquema de integração numérica reduzida.· Também 
discute-se a particularização para placas e a introdução do sexto 
grau de liberdade no campo de deslocamentos, para possibilitar o 
estudo de estruturas tipo "folded plates". 
Uma formulação de grandes deflexões de estruturas 
delgadas, baseada nas equações de von Kármán, é desenvolvida no 
Capítulo III. Elementos retangulares, triangulares e quadriláte-
ros com expansões simples ou refinadas para o campo de deslocamen 
tos podem ser desenvolvidos. Um resumo da teoria de grandes de-
flexões de placas delgadas é também incluída. 
Resultados de diversas análises sao mostrados no 
Capítulo IV, onde se procura apresentar comparações entre os ele-
mentos implantados. No Capítulo V, comentam-se conclusões sobre 
os estudos efetuados, além de sugestões para desenvolvimentos fu-
turos. 
Os procedimentos automáticos foram programados em 
linguagem ALGOL (sistema B-6700 do NCE/UFRJ) para implementação 
na linguagem LORANE-NL (31). 
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I - ESTRUTURAS LAMINARES 
A aplicação de estruturas laminares em projetos de 
engenharia civil teve grande desenvolvimento no século XX. Estru 
turas em forma de cascas começam a ser usadas, por volta de 1920, 
como uma solução prática para coberturas de grandes vias que ne-
cessitavam permanecer desobstruídos. Desde a antiguidade, cons -
truções famosas já apresentam este tipo de cobertura, porém com 
seções transversais muito espessas. Os novos materiais emprega -
dos pela engenharia permitem que as atuais sejam bastante mais del_ 
gadas, proporcionando estruturas mais leves e, consequentemente , 
mais econômicas. 
O sucesso desse tipo de estrutura deve-se, princi-
palmente, a sua capacidade de suportar cargas. O equilíbrio esti 
tico de um elemento de placa sujeito a cargas transversais so e 
possível por ação de momentos fletores e torsores. Entretanto uma 
casca, em geral, é capaz de transmitir cargas por .intermédio de 
tensões de membrana, que agem, em cada ponto, paralelamente a um 
plano tangente à superfície média, e sâo distribuídas uniformeme~ 
te sobre sua espessura. Essa propriedade das cascas torna-as, c~ 
mo regra geral, muito mais rígidas que placas sob mesmas condições·. 
Outros ramos da engenharia desenvolvem aplicações 
de estruturas laminares. Com a disponibilidade de metais de alta 
resistência, projetos de máquinas e ferramentas mecânicas explo-
ram suas formas. Um grande impulso nesse sentido verifica-se,ta~ 
bém, nas indústrias aeronáutica e naval. 
Devido a esse fatores, surgiu a necessidade de de-
senvolverem-se modelos matemáticos e físicos que possibilitassem 
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projetos seguros e econômicos. 
Métodos analíticos para avaliar o comportamento e~ 
trutural das lâminas começaram a ser estudados há mais de um secu 
lo. Lamé e Clapeyron 1 estabeleceram a teoria fundamental de mem-
branas em 1826. Aron 2 estudou o seu comportamento flexional em 
1874, já aproximando o problema do ponto de vista da teória da 
elasticidade. Sua maior contribuição foi a redução .do problema 
elástico, de tripara bidimensional. A distribuição dos desloca-
mentos numa direção normal ao plano da superfície media seguia as 
hipóteses sugeridas por Kirchhoff 3 , que as retas normais a esta su 
perfície permanecem retas após a deformação do corpo, além de não 
sofrerem extensibilidade. 
A primeira teoria geral de cascas delgadas, entre-
tanto, só foi desenvolvida em 1888, por Love 4 • E baseada nas se-
guintes hipóteses: 
1) Para uma casca ser considerada delgada, deve ter t/R << 1, og 
de t e a espessura e R o menor raio principal de curvatur~ 
2) As deformações são pequenas. 
3) O estado de tensões é plano. 
4) A energia extensional e a de flexão nao se acoplam. 
A terceira hipótese incorpora o que hoje é chamado 
hipótese de Kirchhoff-Love, ou seja, que as normais permanecem no~ 
mais após a deformação. Note-se que as deformações por cisalha-
mento transversal são desprezadas, o que torna a teoria nao apli-
cável a cascas espessas, onde este efeito é significativo. Cas -
cas espessas devem, então, ser estudadas no âmbito da elasticida-
de tridimensional. 
A teoria de Love forma a base da moderna teoria de 
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cascas delgadas e, atualmente, dirigem-se esforços no sentido de 
aprimorar sua formulação e, também, na resolução das equações di-
ferenciais a ela associadas. 
Soluções analíticas, entretanto, tem sua aplicação 
limitada. Geralmente, são de difícil utilização em problemas que 
apresentam formas geométricas arbitrárias, carregamentos especiais, 
condições de apoio irregulares, imperfeições iniciais e outros as 
pectos práticos de projeto. 
Por outro lado, modelos físicos experimentais nor-
malmente sao muito dispendiosos, além de exigirem equipamento so-
fisticado e nem sempre disponível. 
Com a crescente evolução dos computadores digitais, 
a partir da década de 50, os métodos computacionais aparecem como 
a solução ideal para estes problemas. Dentre todos, o método dos 
elementos finitos se destaca como o mais eficiente, devido a sua 
facilidade de tratar com particularidades de projeto, além de pe-
culiaridades no comportamento das estruturas laminares, tais como 
não-linearidades devido a plasticidade e grandes deformações, ins 
tabilidades localizadas, etc. 
1.1 - TIPOS DE ELEMENTOS 
A primeira aplicação do método dos elementos fini-
tos a cascas foi feita na indústria aeronáutica. Estruturas de 
aviões consistem, normalmente, de um esqueleto recoberto por uma 
lâmina metálica. A idealização por elementos finitos desse tipo 
de estrutura era feita usando-se elementos de pórtico plano para 
o esqueleto interno e elementos planos para modelar a casca. Ob-
tinha-se, assim, uma representação facetada da lâmina externa do 
avião. Os primeiros anos do M.E.F. foram ocupados, em grande PªE 
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te, no refinamento desse tipo de formulação. 
O começo da década de 60 assistiu uma transforma-
çao na engenharia aeronáutica, que passou a projetar também naves 
espaciais. Este tipo de veículo tem a estrutura formada porcas-
cas com curvaturas acentuadas, e as limitações da aproximação por 
meio de elementos planos tornam-se evidentes. Desenvolvem-se, en 
tão, elementos curvos, cuja formulação requer um novo exame na ma 
neira de se representar a geometria dos elementos, as relações de 
formações-deslocamentos e o próprio campo de deslocamentos assumi 
do. 
Surgem elementos com simples ou dupla curvatura, 
com formulações próprias para aplicações específicas, função das 
características geométricas da estrutura a ser analisada. 
Mais recentemente, com o esforço que tem sido de-
senvolvido para a exploração da energia nuclear, há uma grande i~ 
teresse no projeto estrutural de reatores nucleares. Suas estru-
ras sao compostas por cascas espessas, e o seu estudo deve ser fei 
to a partir da mecânica dos sólidos. Para tal, desenvolvem-se ele 
mentos tridimensionais. Entretanto, certos tipos de reatores.as-
sim como outras estruturas de interesse em engenharia, como barra-
gens, vasos de pressão, etc., sao formadas por cascas de espessu-
ra e curvaturas variáveis, de tal forma que algumas partes se com 
portam como espessas e outras como delgadas. Criou-se,então, uma 
dúvida quanto a vantagem da utilização desses elementos, devido ao 
seu elevado custo computacional. 
Modificações apropriadas introduzidas em sua formu 
lação, e que serão vistas posteriormente, possibilitaram o desen-
volvimento de elementos derivados de teorias tridimensionais, Pº! 
tanto sem as aproximações das teorias de corpos orientados e evi-
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tando a complexidade da geometria diferencial nelas envolvida, de 
aplicação eficiente tanto para estruturas moderadamente espessas 
como delgadas. 
Em resumo, pode-se dizer que, atualmente, emprega~ 
se três tipos de aproximação para a análise de cascas: 
1) Na forma facetada, utilizando-se elementos planos. 
2) A partir de teorias clássicas especializadas, com 
curvos. 
3) A partir de teorias tridimensionais. 
1.2 - NÃO-LINEARIDADE GEOM~TRICA 
elementos 
A determinação da carga para a qual uma estrutura 
perde a estabilidade (carga crítica) é um problema que deve ser 
considerado em seu projeto. Em trabalhos clássicos sobre o assun 
to, adotou-se a teoria da instabilidade linear para avaliar a car 
ga crítica de certos tipos de estruturas laminares (5). Entretan-
to, experiências mostraram que as estruturas reais alcançavam o 
colapso, normalmente, com cargas de intensidade menores do que as 
previstas pela teoria linear, devido a presença de imperfeições 
iniciais e de não-linearidade geométrica. 
As mudanças na geometria que sofre uma estrutura du 
rante o processo de carregamento influem na sua capacidade de su-
portar cargas. Quando as deformações produzidas pelas cargas sao 
pequenas, essas mudanças são desprezíveis. Quando, porém, as de-
formações sao grandes, elas podem ser de importância bastante con 
siderável. 
Recentemente, houve um grande progresso na aplica-
çao do M.E.F. a problemas de grandes deformações, considerando-se 
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a não-linearidade geométrica. Brebbia e Connor 6 apresentaram uma 
formulação consistente para a análise de cascas abatidas ("shallow 
shells"), usando um elemento retangular, na qual a parcela não-li_ 
near da matriz de rigidez tangente é avaliada por meio de integr~ 
çao numérica. Uma formulação similar foi apresentada por Dhatt 7 , 
usando um elemento triangular de dupla curvatura, mais refinado. 
Um procedimento geral para a análise por elementos 
finitos do problema de instabilidades de placas e cascas delgadas 
foi desenvolvido por Gallagher e outrosª. Diversos trabalhos sub 
sequentes deram continuidade a estas pesquisas. 
Dispõem-se, agora, de ferramentas bastante podero-
sas para avaliar com mais precisão nao apenas a carga crítica das 
estruturas, mas toda a história da deformação da peça em função da 
carga, tanto no seu estado pré como pós-crítico. 
Com o refinamento dos projetos arquitetônicos e in 
dustriais, as estruturas laminares tornam-se cada vez mais delga-
das. Algumas normas estruturais, como a CSA", canadense, já per-
mitem que se tire partido da sua rigidez pós-crítica. 
O comportamento estrutural das placas delgadas su-
jeitas a esforços de compressão é caracterizado por uma consideri 
vel reserva de rigidez no seu estado pós-crítico. Em alguns ca-
sos, esta reserva pode atingir atê 3 ou 4 vezes a carga inicial de 
flambagem. Nesses casos, a economia que se pode fazer no projeto, 
levando-se em conta a rigidez pós-crítica, é bastante grande. Ce~ 
tos tipos de cascas, como painéis cilíndricos sujeitos a cargas la 
terais, também apresentam este comportamento. 
Experiências mais recentes, feitas por Swartz e o~ 
tros 10 , com estruturas tipo "folded plates" de alumínio, acusaram 
resultados semelhantes. Essas estruturas tem sido largamente uti 
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lizadas na engenharia civil e mecânica, e sao constituídas de lâ-
minas ligadas longitudinalmente por seus bordos. Normalmente, sao 
calculadas por meio de metodos energeticos, que não possuem age-
neralidade do M.E.F. Aqui tambem o M.E.F. aparece como o mais i~ 
dicado para uma análise não-linear, onde se levam em conta as fiam 
bagens localizadas das lâminas que constituem a "folded plate" 
1.3 - ELEMENTOS PLANOS 
A análise de cascas com este tipo de elemento e po~ 
sível através de uma aproximação mais de ordem física do que mate 
mática. Admite-se que o comportamento de uma superfície com cur-
vatura contínua pode ser adequadamente representado pelo comport~ 
menta de uma superfície composta de pequenos elementos planos. 
Essa aproximação acarreta o surgimento de momentos 
fletores descontínuos ao longo dos bordos dos elementos, o que nao 
ocorre na estrutura real. Entretanto, intuitivamente percebe-se 
que à medida que se diminui o tamanho dos elementos, esse proble-
ma tende a ser minimizado e a solução aproximada deve 
para a exata o que, de fato, e comprovado na prática. 
convergir 
Os elementos planos para a análise de cascas sao 
formados pela superposição dos comportamentos de membrana, para 
representar o estado plano de tensões, e de flexão. Logo, qual-
quer discussão sobre a conveniência de seu uso deve levar em con-
ta a facilidade de se encontrar elementos que aproximem esses com 
portamentos de forma suficientemente correta. 
Pode-se dizer que, atualmente, a literatura sobre 
o assunto e muito ampla. Uma infinidade de elementos de membrana 
podem ser encontrados, com formulações variando de acordo com o 
seu refinamento, desde aqueles que adotam como graus de liberdade 
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apenas os deslocamentos dos pontos nodais (representação eº), até 
os que adotam, além dos deslocamentos, suas derivadas .de várias 
ordens (representação C1 ). Os elementos de flexão necessitam um 
maior número de parâmetros nodais, já que um campo de deslocamen-
tos que represente de forma aceitável o comportamento flexional 
de uma placa tem que ser, no mínimo, do terceiro grau. Entretanto., 
são também facilmente encontrados, em sua forma mais simples (T9, 
triangular e RlZ, retangular, ambos incompatíveis), ou em forma.de 
elementos compatíveis, mais refinados, com campo de deslocamentos 
representados por polinômios de ordens mais altas. 
Dispõem-se, alternativamente, de elementos deriva-
dos de princípios variacionais especiais, que levam a formulações 
híbridas e mistas. Elementos híbridos e mistos para cascas podem 
ser desenvolvidos da mesma forma que os do método dos deslocamen-
tos, ou seja, a partir da superposição dos comportamentos de mem-
brana e flexão. 
Um elemento retangular com formulação híbrida, com 
campo de tensões assumido, para análise linear de cascas delgadas 
cilíndricas e de "folded plates" foi desenvolvido na referência 
(11). Entretanto, sua aplicação à análise não-linear geométrica 
introduz complexidades na formulação, exigindo grande esforço com 
putacional. 
Ao se fazer análise linear de cascas por meio de 
elementos planos, considera-se que as forças de membrana e de fle 
xão produzem deformações independentes, portanto despreza-se o 
acoplamento entre estas parcelas que existe na estrutura real. Es 
te problema não tem grande importância, e também é minimizado a 
medida que se refina a malha adotada na discretização da estrutu 
ra. Quando, porém, leva-se em conta a não-linearidade geométric~ 
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torna-se fundamental considerar esse acoplamento, assim como a 
influência das forças de membrana na rigidez ã flexão da estrutu-
ra. Este problema é tratado em detalhe no Capítulo III. 
Um ponto importante a s.e .ohsérvar .é a forma de ccin 
siderar a massa da estrutura, em análises dinâmicas. Normalmente, 
costuma-se distribuí-la pelos pontos nodais usando-se uma matriz 
de massa consistente com a formulação adotada. Entretanto, neste 
caso, devido ao efeito físico de se aproximar uma superfície cur-
va por outra composta de elementos planos, parece ser mais realís 
tico e consistente com a aproximação a concentração da massa de 
cada elemento nos seus nós através de uma matriz de massa discre-
ta. 
Os elementos retangulares somente podem ser usados 
na discretização de cascas cilíndricas. Para cascas de forma ge~ 
métrica arbitrária, pode-se utilizar elementos triangulares ou 
quadriláteros. Os quadriláteros sao formados por quatro triãngu-
los, sendo os graus de liberdade do nó central eliminados por meio 
de condensação estática. 
Apesar de todas as aproximações adotadas quando se 
analisam cascas por meio de elementos planos, eles aparecem empr~ 
ticamente todos os sistemas computacionais orientados para a aná-
lise de estruturas. Até hoje são muito usados, principalmente p~ 
la simplicidade de formulação, facilidade de serem acoplados a ou 
tros tipos de elementos (de pórticos, sólidos, etc.), e ao peque-
no número de informações que necessitam como dados de entrada ao 
serem programados em computador. 
1. 4 - ELEMENTOS CURVOS 
Vários tipos de elementos curvos podem ser encontra-
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dos na literatura sobre o M.E.F. Esses elementos sao. sempre der_i: 
vados de teorias particulares que se dividem, basicamente, em for 
mulações para cascas abatidas e não abatidas. 
O mais simples de todos os elementos para cascas 
cilíndricas foi sugerido por Brebbia e Connoru, e tem sido usado 
tanto para cascas abatidas como não abatidas. Possui vinte graus 
de liberdade e é não conforme. Os graus de liberdade (5 por nó) 
sao três deslocamentos, u , v , w , e duas rotações, e 
v/R, sendo R o raio de curvatura da casca. 
Gallagher 13 desenvolveu um elemento conforme, com 
vinte e quatro graus de liberdade, semelhante ao de Brebbia e Con 
nor. Os graus de liberdade adicionais correspondem a considera-
ção de wxy em cada nó. Note-se que este é um grau de liberdade 
interno, ou seja, não é um deslocamento nodal ao qual possam ser 
associadas forças ou momentos reais. Entretanto, expressando a 
energia de deformação de cada elemento em termos de ambos os ti-
pos de deslocamentos nodais (externos e internos), e diferencian-
do com respeito a eles na maneira usual, é possível obter-se uma 
matriz de rigidez que relacione os deslocamentos com suas "forças" 
correspondentes. 
Uma dificuldade aparece, porem, quando as ma-
trizes de rigidez dos elementos são acumuladas para formar a ma-
triz de rigidez da estrutura. Como as condições de compatibilid~ 
de só se aplicam aos graus de liberdade externos, a consideração 
de condições de compatibilidade para os graus de liberdade inter-
nos e de equilíbrio para suas "forças" correspondentes provocam 
uma superestimação da rigidez da estrutura. O processo mais co-
mum de se evitar esta rigidez excessiva é a condensação estática 
dos graus de liberdade internos. 
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Cantin e Clough~ modificaram o elemento de Galla-
gher, introduzindo funções trigonométricas no campo de deslocame~ 
tos, de forma que todos os movimentos de corpo rígido ficassem r~ 
presentados explicitamente. Sabir e Lock 15 demonstraram que, omi 
tindo-se alguns termos do campo de deslocamentos, assim como o 
grau de liberdade wxy , obtem-se um elemento que, apesar de não-
conforme, aparentemente não apresenta nenhuma perda significati-
va de precisão, além de contar somente com graus de liberdade ex-
ternos. 
Inúmeros outros elementos, cada vez mais refinados 
foram e ainda são desenvolvidos, como o de Bogner, Fax e Schmit 16 
conforme, com doze graus de liberdade por no (u, ux, uy, uxy ,v, 
vx, vy, vxy, w, wx, wy, wxy) , num total de quarenta e oito por 
elemento. Também são encontrados elementos com dupla curvatura, 
com especializações para cascas esféricas, paraboloidais, hiperb~ 
loidais e de outras formas geométricas, assim como elementos para 
cascas axissimétricas. 
1.5 - ELEMENTOS TRIDIMENSIONAIS 
O uso de elementos isoparamétricos já é consagrado 
no método dos elementos finitos (17). Na sua formulação, a geom~ 
triade cada elemento é interpolada a partir das coordenadas dos 
pontos nodais pelas mesmas funções de interpolação adotadas para 
definir o campo de deslocamentos conseguindo-se, assim, maior fle 
xibilidade na discretização de geometrias arbitrárias. 
O processo de degeneração de elementos isoparamé -
tricos tridimensionais (18, 19), para aplicação na análise de es-
truturas laminares delgadas ou moderadamente espessas, surgiu da 
dificuldade de se estudar estes tipos de estruturas com elementos 
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tridimensionais (Figura 1.1). 
l' 1 
z ( w ) 
y ( V ) 
~------- X ( u ) 
FIGURA 1.1 - ELEMENTO ISOPARAMÉTRICO TRIDIMENSIONAL 
Em primeiro lugar, a consideração de três graus de 
liberdade por nó leva a valores muito grandes para os coeficien-
tes de rigidez relativos a deslocamentos nodais cuja direção é mui 
to próxima da normal ã superfície média da estrutura, devido a es 
pessura ser muito pequena quando comparada às outras dimensões.Is 
to acarreta um mal condicionamento da matriz de rigidez da estru-
tura, com consequentes problemas numéricos. 
Além disso, o uso de vários nós ao longo da espes~ 
sura despreza o fato das retas normais ã superfície média perman~ 
cerem praticamente retas após a deformação do corpo. Assim, um 
grande número de graus de liberdade era desnecessariamente consi-
derado na análise, aumentando o tempo de computação requerido na 
solução do problema. 
No elemento degenerado (Figura 1.2) prescreve-se va 
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riação linear dos deslocamentos ao longo da espessura, ou seja, 
as retas normais permanecem retas, e despreza-se a parcela de ener 





FIGURA 1. 2 - ELEMENTO TRIDIMENSIONAL DEGENERADO 
Note-se que as restrições para que as retas nor -
mais continuem normais à superfície média deformada foram delibe-
radamente omitidas possibilitando, dessa forma, que se leve em con 
ta as deformações por cisalhamento, importantes na análise de es-
truturas espessas. 
O elemento assim derivado apresenta excelentes re-
sultados na análise de estruturas moderadamente espessas. Além 
disso, o fato de ter sua matriz de rigidez avaliada através de 
integração numérica evita a introdução de hipóteses simplificado-
ras presentes na teoria usual de cascas. 
O esquema de integração adotado para o elemento qu~ 
drático era, inicialmente, de 3 x 3 pontos de Gauss nas direções 
i; e Tl e dois pontos na direção transversal ç. Este esquema 
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torna o elemento muito rígido à flexão, problema causado pela ex-
cessiva parcela de deformação por cjsalhamento imposta pelo campo 
de deslocamentos assumido, ao se desenvolverem deformações por 
flexão simples. 
Este inconveniente foi contornado simplesmente com 
a redução do numero de pontos de integração (20, 21). O novo es-
quema, conhecido por integração reduzida, além de praticamente.nao 
alterar os resultados obtidos com estruturas moderadamente espes-
sas, fornece excelentes resultados também para estruturas bastan-
te delgadas. 
O elemento apresenta, também, maior eficiência com 
putacional. Para sua integração, necessita apenas de 2x 2 pon-
tos de Gauss nas direções ~ e n , enquanto na direção ç pode 
ser feita explicitamente para estruturas delgadas e através de 
dois pontos de Gauss para estruturas moderadamente espessas. 
Por serem derivados de teorias tridimensionais, os 
elementos isoparamétricos podem considerar fenômenos como não-li-
nearidade física e geométrica sem que isto cause grandes modific~ 
ções na sua formulação básica. O primeiro trabalho neste sentido 
foi mostrado por Nayak~, utilizando elementos planos, axissimé -
tricose tridimensicnais. Nas referências (23, 24, 25), são fei-
tas aplicações do elemento degenerado a estruturas elasto-plásti-
cas. 
Uma outra alternativa para melhorar o comportamen-
to do elemento tridimensional degenerado na análise de estruturas 
delgadas é a utilização da hipótese de Kirchhoff discretizada (26, 
27). Através de restrições análogas à hipótese de Kirchhoff , obri 
ga-se a parcela de energia de deformação devida ao cisalhamento se 
anular em determinados pontos conseguindo-se, assim, relaxar o ex 
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cesso de rigidez à flexão. Note-se que o elemento obtido dessa 
forma tem seu uso específico para o estudo de estruturas delgadas. 
Irons e Razzaqueª adotaram tal técnica, impondo 
que as deformações se anulem nos pontos de integração de Gauss, e 
empregando essas restrições para eliminar certos parâmetros·nodais. 
O elemento degenerado considera uma variação quadrática para as 
tensões de cisalhamento, mas somente linear para as tensões de fle 
xao. Supondo-se, agora, que os bordos do elemento trabalhem co-
mo vigas cujas tensões de flexão variam linearmente, sua deforma-
da ê suficientemente definida apenas pela deflexão e inclinação 
em cada extreme. Como existem três nós ao longo de cada bordo, a 
deflexão e a inclinação do nó central são desnecessárias e, por -
tanto, condensadas. 
Recentemente, Irons~ apresentou outro elemento c~ 
ja formulação segue a hipótese de Kirchhoff discretizada, o elemen 
to SemiLoof para cascas delgadas. Os graus de liberdade são três 
deslocamentos (u, v, w) em cada ponto nodal, duas rotações do 
nó central e de cada nó de Loof 30 , além de um grau de lib8rdade ex 
tra do nó central, a "bubble function", que é uma função que repr~ 
senta o estado de deformação de uma bolha sob pressão constante 
(Figura 1.3). Os nos de Loof são locados ao longo dos bordos do 
elemento, em posições correspondentes as dos pontos de Gauss para 
um esquema de integração numérica com dois pontos. 
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FIGURA 1. 3 - ELEMENTO SEMILOOF ( a ) CONFIGURAÇÃO NODAL 
(b) "BUBBLE FUNCTION" 
Tem-se,portanto, um total di quarenta e tris graus 
de liberdade, que são reduzidos para trinta e dois por meio de con 
densação estática. As restrições introduzidas na formulação ao 
se efetuar a condensação da rotação eyz em cada nó de Loof (num 
tótal de Ôífô gráus de liberdade) obrigam as deformações por cisa 
lhamente se anularem nos 2 x 2 pontos de Gauss adotados na inte -
gração numêrica da matriz de rigidez de cada elemento. Para se 
condensar a "bubble function", impõem-se que estas deformações se 
anulem ao longo de todo o bordo do elemento; finalmente, ao elimi 
nar-se as rotações do nó central (os dois graus de liberdade res-
tantes), consegue-se anular as deformações por cisalhamento por 
toda a área do elemento. 
O elemento assim obtido ê considerado ideal para 
modelar problemas como cantos agudos ou acentuados, junções de múl 
tiplas superfícies, espessuras variáveis ou descontínuas, alêm de 
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poder ser acoplado, de maneira simples, a elementos de outros ti-
pos, como triângulos e retângulos planos, elementos de pÓrtico pl~ 
no, etc. 
A consideração de não-linearidades com o SemiLoof, 
entretanto, deve exigir grande esforço computacional, devido ao nú 
mero de graus de liberdade condensados existentes na sua formula-
çao. Nenhum resultado neste sentido é conhecido até o presente. 
1.6 - ELEMENTOS IMPLEMENTADOS 
O presente trabalho visa o desenvolvimento de ele-
mentos para análise de estruturas laminares, considerando a nao -
linearidade geométrica, par& implantação no sistema computacional 
LORANE-NL (31). Na escolha dos elementos relacionados para este 
fim, levou-se em conta o fato que sistemas computacionais devem 
procurar simplificar a entrada dos dados da estrutura a ser anali 
sada. Desta forma, evitaram-se formulações que incluem como condi 
ções de contorno graus de liberdade de difícil significado físico. 
As aproximações utilizadas, porém, fornecem níveis de precisão bas 
tante satisfatórios para problemas da prática. 
Dois tipos de elementos foram considerados: o pri-
meiro, tridimensional degenerado quadrático, derivado diretamente 
da mecânica dos sólidos e, o segundo, retangular plano, obtido p~ 
lo acoplamento de elementos de flexão de placas e estado plano de 
tensões. Objetivou-se com isto a comparação entre resultados obti 
dos com duas formulações distintas, mostrando os méritos e as li-
mitações de cada uma. 
O estudo da não-linearidade geométrica com o ele -
mente degenerado não acarreta nenhuma restrição ao tensor de de-
formaçõ.es de Green, permanecendo no âmbito da elasticidade tridi-
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mensional. Os elementos planos, entretanto, introduzem aproxima-
çoes na sua formulação ao reduzir o problema elástico para bidi-· 
mensional. Como consequência, restrições impostas ao tensor de 
Green permitem apenas a análise de estruturas que sofrem grandes 
deflexões elásticas, porém pequenas deformações. 
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II - FORMULAÇÃO DE GRANDES DEFORMAÇÕES 
Vários tipos de descrição podem ser usadas parar~ 
presentar o movimento de um contínuo (32). No presente trabalho, 
como se estudam apenas materiais elásticos lineares, preferiu-se 
adotar a descrição referencial, na qual as variáveis independen-
tes são a posição x de uma partícula numa configuração de refe-
rência arbitrária e o tempo t . Normalmente, na teoria da elas-
ticidade, a configuração de referência adotada e a posição ini-
cial, indeformada (tempo t = O), para a qual um corpo retorna ao 
ser descarregado. Neste caso, a descrição é conhecida como Lagr3E: 
geana. 
Deve-se, então, definir tensões e deformações se-
gundo a configuração indeformada, para que as equações constituti 
vas do material possam ser escritas com tensores relacionados a 
um mesmo sistema de referência. São adotados, para tal, tensores 
de deformações de Green ou Almansi e de tensões de. Piola-Kirch-
hoff. 
2.1 - EQUAÇÕES DE EQUILfBRIO 
Seja: 
X = [x y z] T ( 2. 1) 
o vetor que define as coordenadas cartesianas do ponto P de um 
corpo no seu estado inicial. Se este ponto sofre um deslocamento 
descrito por: 
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U = [u v wJT e 2. 2) 
medido em relação ao mesmo sistema fixo de referência, suas novas 
coordenadas passam a ser: 
- [- - -JT X = x y z e 2. 3) 
tais que: 
X = X + U (2.4) 
No método dos elementos finitos os deslocamentos 
de um ponto qualquer no interior de um elemento sao calculados a 
partir dos deslocamentos dos pontos nodais por: 
U = N ô e 2. s) 
onde ô e o vetor que contem as componentes de deslocamentos dos 
nos e N a m&triz de funções de interpolação. 
Como o modelo de deslocamentos foi preferido neste 
trabalho, a condição aproximada de equilíbrio é obtida pela apli-
cação do princípio dos trabalhos virtuais: 
~ = R F = Q e 2. 6) 
onde R e o vetor das forças nodais equivalentes às forças exte~ 
nas (22) e F o vetor das forças nodais internas (reativas). 
O trabalho realizado pelas forças internas é dado 
por: 
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d§_ = w = { dE dV e 2. 7) 
Através das relações entre deformações e desloca-
mentos e possível escrever-se uma equação do tipo: 
E = B ô e 2. s) 
cuja diferenciação em relação a ô 
~ 
e : 
dE = B' dô e 2. 9) 
Logo, levando (2.9) em (2.7), obtem-se: 
o dV (2.10) 
Os resíduos ~ correspondem a forças nodais dese-
quilibradas e, como tais, devem ser reduzidos até atingir atole-
rância desejada. 
Como R e F dependem dos deslocamentos nodais 
~ , o conjunto de equações (2.6) é não-linear, requerendo algori! 
mos especiais de solução que podem ser de tipos incrementais, it~ 
rativos ou outros. Esses procedimentos são discutidos detalhada-
mente nas referências (33, 34). Atualmente, dá-se preferência aos 
algoritmos que consideram a parcela não-balanceada dos esforços 
para a correçao da configuração real de equilíbrio, na etapa se-
guinte (31). 
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2.2 - ELEMENTO TRIDIMENSIONAL DEGENERADO 
A geometria do elemento é definida por (Fig. 2~1): 
:1 
X 
= L N. y + L N. 1; • V3· (2.11) l l 1" - l 
z 
l 
z'~t'I t y'(~~I 
~IU') 
Z( w ) 
Y( V ) 
FIGURA 2 .1 - COORDENADAS LOCAIS E GLO~AIS 
No processo de degeneração desprezam-se as deform~ 
çoes na direção normal ao plano da superfície média. Assim, o 
campo de deslocamentos é definido pelas três componentes cartesia 
nas dos deslocamentos dos nós da superfície média e duas rotações 
do vetor V,. , que representa a espessura em cada nó, ·:em torno 
-~l 
de direções ortogonais. Sendo 1:'.1i 
dessas direções, pode-se escrever: 







= E N. + E N. 1; 1 V T 1 1 s L i 
w i 
onde u, v, w sao deslocamentos nas direções globais 
(Fig. 2.1). 
Para a determinação Única de 
te esquema e adotado: 
vl. 
- 1 
e v2 . - 1 
(2.12) 
X , y , Z 
o segui_g 
- calcula-se v2 . , normal ao plano formado por - 1 V3· - 1 e o eixo x. 
,se estas duas direções são coincidentes, toma-se o eixo y , ao 
invés de x 
- calcula-se v1 . , normal ao plano formado por v2 . - 1 - 1 
Os vetores unitários dessas direções 
e V3. . 
- 1 
V3·) - 1 
definem um sistema cartesiano local para cada no. A rota-
ção de !3i em torno de 
torno de v1 . , por S • - 1 
V2· - 1 
é traduzida pelo escalar (l e, em 
Devido a considerações introduzidas na degeneração 
do elemento, tensões e deformações são referidas ao sistema de 
eixos ortogonais x' ' y' , z' (Fig. 2.1) local para cada elemen 
to, relacionado ã superfície t; = constante. Note-se que estas 
direções não coincidem com as direções nodais !ii , Y2i , Y3i 
já que o vetor 
média. 
V3· - 1 
e apenas aproximadamente normal ã superfície 
Um vetor normal ã superfície ç = constante pode 
ser definido pelo produto vetorial de quaisquer dois outros veto-
res tangentes a esta superfície. 
direção z' é obtido através de: 


























sao determinados pelo mesmo processo descrito anteriormente. Os 
unitários dessas direções compoem a matriz dos cossenos diretores 
dos eixos locais x' , y' Z ' • ' . 
e' = [ v' v' -1 · -2 
2.3 - MATRIZ DE. RIGIDEZ TANGENTE 
v'] _3 (2. 14) 
O tensor de deformações de Green da elasticidade 
tridimensional e considerado (em forma matricial) como: 
e:· = re:. e:' L X ' y Y' xy 
Y' Y' lT. 
yz ' X~ 
(2.15) 




y' au' = ay• xy 
au' + l ~ au' 2 av• 2 aw• J ax• Cax') + Cax') + Cax•) 2 
(2.16) 
+ 
av' + ~u' . au' + av• av' + aw• . awj ax' ay' ax' ay' ax' ax' ay' 
Note-se que e: ' z foi desprezado, sendo esta aprox! 
maçao compatível com as teorias de cascas usuais. 
~ possível, agora, separar os termos em duas pare~ 
las: 
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E• = EO + L E (2.17) 
onde: 
o ~u· 
av• au• av• av· aw· au• + awjT E· = ay• , ay• + ax• 'ãz' + ay• ' "ãzT ax• , ax• (2.18) 
e o vetor de deformações lineares, infinitesimais, e: 
8T o o -x 
o 8T o e -1 - -y -X 
L 1 8T 8T o ~y lA e E = 2 = -y -x 2 - (2.19) 
o 8T 8T ~z -z -y 
8T o ~~ J -z 
a contribuição não-linear, sendo: 
e = [;u • av• awjT -x ax· ax• ax· 
(2.20) 
Através da relação entre deformações e deslocamen 
tos (2.8), diferenciando o E , obtem-se: 
dEO = Bº dó (2.21) 
A diferenciação de EL conduz a: 
8 + A de) (2.22) 
Devido a estrutura das matrizes envolvidas, esta 
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equaçao pode simplificada, . -ser Jª que: 
de1 o o T o o e 
-X - -X -
o de 1 o e] o eT o de - -Y - -X -Y -X 
dA e = de 1 deT o e = eT eT o • de = A• de -y -x -Y -y -X -Y 
o de 1 deT e o eT eT d~z -Z -Y -z - -z -Y 
de 1 o deT eT d erl -z -x -z - -~ 
(2.23) 
Assim, (2. 22) e reduzida a: 
de (2.24) 
O vetor e , definido em (2.19), e relacionado aos 
deslocamentos nodais por: 
e = G 
sendo: 













os deslocamentos do no genérico 1 
Diferenciando e obtem-se: 
de= G do (2.27) 




As equaçoes (2.17), (2.19), (2.21) e (2.28) per-
mitem concluir que: 
E' = (Bº + l 2 (2.30) 
(2.31) 
Dispõem-se, agora, das relações necessárias para a 
avaliação da matriz de rigidez tangente, definida por: 
dF = K • do 
-T 
A diferenciação de (2.10) conduz a: 
CJ' dV) f (dB 'T 
V 
(2.32) 
da') dV (2.33) 
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Corno B0 independe dos deslocamentos, obtern-se de 
(2.31): 
dAT (2.34) 
A relação entre tensões e deformações e dada por: 
o' = D E' (2.35) 
onde D é a matriz das constantes elásticas do material utiliza-
do. Corno a matriz D é introduzida explicitamente na formulação, 
torna-se simples a consideração de propriedades anisótropas ou. PI'Q 
priedades variáveis ao longo de ç , para estruturas tipo "sand-
wich". No presente trabalho sao estudados apenas materiais isó -
tropos, para os quais D tem a ·Seguinte forma: 
1 V o o o 
1 o o o 
D 
E 1 - V o o e 2. 36 J = 
1 - v2 2 
1 - V o 
2K 
S I M • 1 - V 
2K 
Zienkiewiczv sugere adotar-se para K o valor de 
1.2 corno correção para a distribuição dos cortantes ao longo da 
espessura, que resultam aproximadamente constantes devido a defi-
nição dos deslocamentos e que, na realidade, são aproximadamente 
parabólicos. Entretanto, para estruturas delgadas, a 
- ~ correçao e 
irrelevante e os resultados de problemas práticos mostraram-se in 
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diferentes a este fator. 
Deve-se ressaltar que a matriz D nao e derivada 
da tridimensional completa, 6 x 6 , simplesmente desprezando-se 
os termos apropriados. Na realidade, ela ê obtida pela consider~ 
ção de a' = O nas relações constitutivas completas, através das z 
substituições que essa consideração acarreta. 
Derivando (2.35) obtem-se: 
do' = D dE' = D B' dó e 2. 3 7) 
Levando (2.34) e (2.37) em (2.33), comparando com 
(2.32), observa-se que: 
que: 
D B' d_ó) dV = K • dó -T (2.38) 
E definida, então, uma matriz M' de tensões tal 





d~x o d~y o de (J ' - - -Z y 
dAT (J ' = o de de de o T' = -y -x -z xy 
o o o de d~x T' - - -y yz 
T' xz 
!3 • (J ' !3 T ' !3 T' de X xy xz -X 
= !3 . (J ' !3 . T' de = M' de y yz -y 
L 
s I M . o de - -Z 
(2.40) 
onde ! 3 é a matriz identidade 3 x 3 . 
Assim, através de (2.39) e (2.27) torna-se possí-
vel explicitar a matriz de rigidez tangente: 
K f (~T -T = V 
2.4 - MATRIZ DE MASSA 
M' D ~ ') dV (2.41) 
Na presença de açoes dinâmicas a formulação estáti 
ca e simplesmente estendida com a aplicação do princípio de D'Alem 
bert. 
Seja Ü o vetor aceleração, representado por: 
u = @ v (2.42) 
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As forças de inércia para um material de densidade 
p sao: 
(2.43) 
O vetor de forças nodais equivalentes as forças de 
inércia e calculada pela relação: 




U = N cl 
.. 
U dV (2.44) 
(2.45) 
onde cl e o vetor que contem as acelerações dos pontos nodais, a 
equaçao (2.44) é transformada em: 
sendo: 
F = - f NT • p • N 
V 
cl dV = 
M - f NT • p • N dV 
- V 
a matriz de massa consistente. 
M cl 




de massa discreta. O aspecto importante é, agora, escolher um 
critério para definir qual a parcela da massa do elemento que se-
rã relacionada a cada grau de liberdade. Hinton e outros~ pro-
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poem que se avaliem os termos da diagonal principal da matriz de 
massa consistente e, então, distribuam-se as massas discretas .na 
mesma proporção destes termos. 
Os elementos da matriz de massa discreta 
assim, ser descritos por: 
m .. = 
ll 
m .. = O lJ 
J V 
N~ • p • N.) 
-l -l 




A matriz de massa discreta avaliada com este proc~ 
dimento fornece bons resultados mesmo quando a malha de elementos 
finitos contem elementos distorcidos. 
2.5 - INTEGRAÇÃO E TRANSFORMAÇÕES MATRICIAIS 
O cálculo das matrizes de rigidez e massa envolve 
integrais sobre o volume do elemento que são geralmente da forma: 
f S dx dy dz V 
onde a matriz S é função das coordenadas cartesianas. 
(2.49) 
Com a finalidade de evitar a integração explícita 
dessas matrizes, procura-se expressar S em função das coordena-
das naturais e, similarmente, transformar o volume infinitesimal 
dx • dy ~ dz , para haver a possibilidade de efetuar as integra-
çoes numericamente. 
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Desta forma, chega-se a integrais do tipo: 
f 1 f 111 ~(ç , 11) • det ~c dç d11 dç 
-1 J_l -1 
(2.50) 
Sejam as equaçoes (2.11) e (2.12), que representam 
a variação paramétrica das coordenadas e dos deslocamentos no in-
terior de um elemento. Nessas equaçoes, a matriz N de funções 
de interpolação está associada a coordenadas curvilíneas: 
N = N (ç , 11) (2.51) 
A relação entre as derivadas dos deslocamentos com 
respeito ao sistema global e ao sistema de eixos curvilíneos é da 
da por: 
au av aw au av aw 
ax ax ax ~ ~ ~ 
au av aw -1 au av aw 
ay ay ay J 3n 3n 3n -c 
au av aw au av aw 
az az az ~ ~ ~ 
onde J e o jacobiano de transformação de coordenadas: 
-c 
ax fl. az 
a[ dç dç 
":!c = 
ax fl. az 
aii" 311 aii" 
ax .fl. az 
~ aç ~ 
(2.52) 
















A obtenção de J -c e feita 
V ) NT(Y V ) • + i;; . -x - E; - -y 
. V ) NT(Y + i;; . V ) 
-X -n - -y 
V NT V 
-X -y 
N = [ Nl ... N8 J T 
t:!" E; = 
[ 3N1 . . . aaNE;8 l T 
a E; 
X = [ xl ... x8 J T 
V = 1 [vx1 ... vxJT -x 2 
a partir da equaçao 
NT(z + i;; . V ) 
-E; - -z 
NT(Z + i;; • V ) (2.54) -n - -z 
NT V -z 
(2.55) 
e a projeção de V3· - 1 
sobre o eixo X • 
As derivadas dos deslocamentos com relação ao sis-
tema global sao, agora, transformadas em derivadas locais dos des 
locamentos referidos ao sistema local: 
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au• av• aw• au av aw 
ax• ax• ax• ãx ax ax 
au• av• ·a·w• 
= e'T · au av aw e, (2.56) ay• ay• ay• ay ay ay 
au' av• 3w' au av aw 
3z' 3z' 3z' ãz ãz ãz 
onde e' é a matriz dos cossenos diretores de x' , y' , z' de-
finida em (2.14). 
Levando (2.52) em (2.56) chega-se a: 
ou' av' aw' 
3x' ax' 3x' 
au• av' aw• e•T J-1 
ay' ay• ay• = -c 
au' av' aw' 
3z' 3z' 3z' 
Na avaliação do produto 
au av aw 
~ ~ ~ 
au av aw e' ãn an an 
au av aw 
ãç ãç ãç 
(2.57) 
e' T • J-l uma particular_i 
-c 




H e L 
J = -c 








~J a I; (2.59) 
.tangentes a súperfÍcie 
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1; = constante e T normal a esta superfície. 
Logo, a matriz inversa fica: 
-1 e~ T T X H H ~J / det J (2.60) J = X X -c -c 
onde as duas primeiras colunas continuam representando vetores ta~ 
gentes à superfície r; = constante e a terceira um vetor normal 
a esta superfície. 
A matriz de cossenos diretores 8' pode ser ex-
pressa por: 
~2 
onde o vetor ~3 tem a mesma direção de H x L 
O produto, então, reduz-se a: 
~l 
e = S'T J-1 = ~2 -c 






X ~J / det J = -c 
(2.62) 
As derivadas dos deslocamentos com relação ao sis-
tema de coordenadas curvilíneas são obtidas diretamente da equa-
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çao (2.12): 
au av · aw 
~ ~ ~ 
au av aw 
ãn ãn ãn = 
au av aw 
~ ~ ~ 
(2.63) 
sendo: 
u = [ ul ... us]T 
t = 1 [ tl t8 JT (2.64) 
JT F .. = [ F .. ... F .. -lJ -lJ1 -lJ 8 
tal que: 
Fll FlZ 






representam os cossenos diretores das direções nodais v1 . e v2 .• - l - l 
~ possível, então, determinar explícitamente os 
termos da matriz G de (2.25) que relaciona e , definida em 
(2.19), com os deslocamentos nodais. De acordo com (2.57) uma 




----------,--- -------,- - - 1 - - ' 
- --- --- 1 -------,--- - 1 -- 1 
----------,-----------,----- - 1 ---- 1 
- - - ' -------,-----------, - -----, - -
o o o ' b1· • ª3· ' bz· • ª3· 
1 1 l ' 1 1 
----------,-----------,-----------,----- -----,----------
o o o ' b3· • ª3· ' b4 .• ª3· 
1 1 1 1 1 1 
----------,-----------,-----------,-- -----,-- ---- -
o o o ' bs· • ª3· ' b6. • ª3· 
1 1 1 1 1 l 
(2.66) 
bli 
; ç • 
bzi 
; ç . 
b3i 
; ç . 
b4i 
; ç . 
b5i 
; ç . 
b6i 













































• e + 
11 
. C21 + 
C33 
ç 
. 611 + 
• 811 + 
. 812 + 
• 612 + 
. 613 + 






. 821 + F31. 631) • 
l l 
Fzz. 821 + F3z. 831) e z. 6 7) . . 
l l 
Fz1. . 822 + F31. . 832) 
l l 
Fzz. . 622 + F3z. . 632) 
l l 





. 623 + F3z. 
l 
. 633) 
Para a avaliação da matriz B' , torna-se necessa-
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r í)z 3x ay 
ax ax ax 
J = ílx ay az (2.68) ay ay ay 
ai ay az 
ãz az ãz 
~ 
que e o jacobiano de deformações, relacionado a J -c da seguinte 
forma: 
sendo 
J = J 
-c -c 
J (2.69) 
J o jacobiano de transformação de coordenadas para a ge_o -c 
metria atualizada. 
Similarmente a (2.54), ~c e obtido por: 
NT(X + ç • Yx) NT(Y + ç • Yy) NT (Z + ç . v ) - t; - -t; - - t; - -z 
J = NT (X + ç . v ) NT (Y + ç . v ) NT (Z + ç . v ) (2. 70) -c -T] - -X -Tl - -Y -n - -z 
NT • V NT • V NT. V 




representam, respectivamente, as coordenadas e o vetor que define 
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a espessura, em cada no, na configuraçio atualizada. 
Assim, J pode ser calculado através de: 
J -c 
Reduzindo ao sistema local, obtem-se: 
J -c e ' 
(2.72) 
(2.73) 
:li possível, agora, avaliar a matriz ~' por (2. 21), 
(2.28) e (2.31). Tendo em conta que X' = X' + U' , uma sub-ma-
triz de B' para o nó genérico 1 e dada por: 
----------,-----------,-----------,------- ,- -- --
----------,-----------,-----------.-----------,----------
ªli d4i ' ªli dsí ' ªli d(Íi ' ªli t3i ' ªli • t4-l 
+ + + + + 
ª2i dli ' ªzi d2i ' ª2i d3i ' ªzi ili ' ªzi t2i 








dll = 611 Ji1 + 612 Ji2 + 613 Jl3 
d2i = 621 Ji1 + 62 2 Ji2 + 623 Jl3 
d3i = 631 Ji1 + 632 Ji2 + 633 Jl3 
d4i = 611 J21 + 612 J22 + 613 J ;\3 
d5i = 621 
. J21 622 . J22 + 623 • J23 + 
d6i = 6 31 J21 + 632 J22 + 633 J23 
d7i = 611 J31 + 612 J32 
+ 613 J33 
(2.75) 
d8i = 621 J31 + 622 J32 + 623 J33 
d9i = 6 31 J31 + 632 J32 + 633 J33 
21 í = bli Ji1 + b3i Ji2 + b5i Jl3 
2 2 i 
= b2i Ji1 + b4i Ji2 + b6i Jl3 
23i = bli J21 + b3i J22 + b5 i J23 
24 i 
= bz i J21 + b4 i J22 + b6 i J23 
25 i = bl i J31 + b3 i • J32 + b5 i J33 
26 i 
= b2 i • J31 + b 4 i • J32 + b6 i • J33 
Sendo M' definido em (2.40) e D em (2.36) o 
cálculo da matriz de rigidez pode, então, ser efetuado. O vetor 
de forças nodais internas, necessário para a avaliação das forças 
não-balanceadas, é calculado por: 
D 
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E' • det J d~ dn dt -c (2.76) 
Como se utiliza um referencial Lagrangeano, as 
tensões obtidas representam forças por unidade de área indeforma-
da, E necessário, então, transformá-las em tensões de Cauchy usuais, 
referidas à configuração deformada do corpo. Essa transformação 
é feita da seguinte forma (32): 
Õ' = 1 det J' J' a' (2.77) 
Para maior eficiência computacional, as tensões de 
vem ser calculadas nos pontos de integração dos elementos. Desta 
forma obtem-se, também, maior precisão nos resultados. Entretan-
to, se por algum motivo são requeridas as tensões nos pontos no-
dais, o cálculo pode ser feito sem qualquer 'dificuldade. adicional. 
Resta efetuar a integração numérica. O esquema ad~ 
tado para a matriz de rigidez e o vetor de forças internas e de 
2 x 2 x 2 pontos de integração de Gauss. Para estruturas delgadas, 
porem, a integração pode ser feita explicitamente ao longo de t , 
desprezando-se a variação de e• com relação a t Consegue-se, 
com isto, reduzir à metade o esforço computacional dispendido no 
processo. Esta simplificação, entretanto, não é adequada para es 
truturas espessas. 
A matriz de massa exige um esquema .de integração 
mais refinado, por conter termos de ordens mais altas (36, 37) 
Adotou-se, para esta matriz, 3 x 3 pontos de Gauss nas direções 
~ e n , mantendo-se 2 pontos ao longo de t . 
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Os procedimentos mostrados ante;rionnente simplifica~ 
se bastante quando o elemento tridimensional degenerado é espe -
cializado para análise de placas. Neste caso, as direções ç e 
z são coincidentes, logo os vetores nodais v v v po--li ' -2i ' -3i 
dem ser definidos nas direções x , y, z , respectivamente. Além 
disso, não e mais necessário referir-se tensões e deformações a 
um sistema local, já que a direção global z e normal ao 
da superfície média. 
plano 
A geometria do elemento é, agora, especificada pe-
las coordenadas x e y e a espessura, em cada no. Os graus de 
liberdade por no sao a deflexão w e as rotações ex e ey 
num total de 24 para o elemento quadrático. A integração ao 
longo de ç pode sempre ser feita explicitamente. 
Rock e Hinton"' sugerem para este elemento matri-
zes de massa discreta que desprezam a inércia de rotação. Dois 
esquemas para a distribuição da massa do elemento são apresenta -
dos: 1/8 em cada nó, para elementos retangulares, ou distribui-
ção proporcional aos termos da diagonal principal da matriz de mas 
sa consistente, para elementos curvos ou distorcidos. 
2.6 - INTRODUÇÃO DO SEXTO GRAU DE LIBERDADE 
O elemento degenerado para cascas nao pode ser apll 
cado ao estudo de "folded plates" devido à impossibilidade da de-
finição Única do vetor que representa a espessura, para nós loca-
lizados nas junções das lâminas que compõem a estrutura. 
Como estes nos coincidem com pontos de descontinu! 
dade na curvatura, admite-se que mais de um vetor pode ser cons -
truído com essa finalidade (Fig. 2.2). 
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FIGURA 2.2- PONTO DE DESCONTINUIDADE NA CURVATURA 
Sendo a matriz de rigidez da estrutura avaliada atra 
ves da acumulação das matrizes de rigidez dos elementos, esta con 
sideração não acarreta nenhum inconveniente já que, dentro de ca-
da elemento, a espessura por nó é univocamente definida. Tõrna-
se necessário, apenas, o cuidado de, na geração dos elementos,po~ 
sibilitar-se entrada de dados capazes de representar .as 
"espessuras" que um nó pode ter. 
várias 
No sistema de equaçoes, porem, nao é possível aco-
plar-se diretamente os graus de liberdade, pelo fato das direções 
em torno das quais definem-se rotações não serem coincidentes, de 
vido à existência de mais de um vetor nodal V -3. (Fig. 2.2). Pa 
l 
ra contornar este problema, utilizou-se um artifício semelhante 
ao adotado na análise de cascas por meio de elementos planos: a 
introdução do sexto grau de liberdade por no, neste caso, a rota-
ção fictícia de V -3. 
l 
em torno de seu próprio eixo (17, 50). 
Este artifício proporciona, através de rotações 
apropriadas de eixos, que se obtenham três deslocamentos (u , v , 
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w) e três rotações ( ex , ey , e z) por no, todos telácioriados 
ao sistema global, de forma que o acoplamento entre as matrizes de 
rigidez dos elementos possa ser efetuado. 
A transformação de coordenadas e efetuada por: 
• K' • R -T (2.78) 
sendo K' -T a matriz de rigidez tangente com os graus de liberda-
de correspondentes a rotações referidos aos sistemas nodais lo-
cais. Na matriz ~T , todos são relacionados ao sistema global . 
R e a matriz de rotação dos sistemas nodais locais para o siste-
ma global, dada por: 
r o o 
o r o 
R = (2.79) 
o o r 
onde o numero de sub-matrizes r e igual ao número de nos do ele 
menta. 
Uma sub-matriz de rotação r para o no genérico 


























Para evitar a interferência entre o grau de liber-
dade fictício e os reais na matriz !'T , iguala-se a zero os ter 
mos da 6~ , 12~, 18~ , linhas e colunas. No entanto, quan-
do todos os elementos que concorrem em um nó são coplanares, este 
procedimento leva a um sistema de equações singular. 
Deve-se, então, introduzir valores constantes nao 
nulos na diagonal da matriz K' -T 
, em posições correspondentes ao 
grau de liberdade fictício desses nós. Como, no caso, não ocorre 
acoplamento ao se fazerem as transformações, estes valores nao 
afetam os resultados. 
Idêntico procedimento é adotado para a matriz de 




III - FORMULAÇAO DE GRANDES DEFLEXÕES 
O estudo de estruturas laminares delgadas constitui 
dás por materiais lineares elásticos admite que se introduzam sim 
plificações na teoria tridimensional (39, 40). A maioria dos ma-
teriais utilizados na engenharia só podem ser considerados elásti 
cos para alongamentos e distorções muito pequenos ,comparados a 
unidade. Apenas alguns poucos materiais, como a borracha, man-
têm suas propriedades elásticas sob deformações relativamente gr~ 
des. Assim, para grande parte dos problemas da prática, e inte-
ressante considerar-se as estruturas sujeitas a pequenas deforma-
çoes. Também é válido, para estes casos, a utilização da hipóte-
se de Kirchhoff. 
Consegue-se, desta forma, reduzir o problema a bi-
dimensional bastando, agora, a determinação dos deslocamentos da 
superfície média para se ter caracterizado o estado de deforma-
ções em toda a estrutura. 
A formulação assim obtida pode ser aplicada ao es-
tudo de placas ou cascas delgadas que sofrem deflexões muito gra~ 
des, provenientes de fortes efeitos de flexão. A teoria da elas-
ticidade clásiica, linear, supõem que as rotações que os elemen-
tos do corpo experimentam são da mesma ordem de grandeza das de-
formações e, portanto, só pode ser aplicada ao caso de fraca fle-
xão (pequenas deflexões). Uma formulação muito usada em análise 
não-linear de placas delgadas, e que sera adotada no presente tr~ 
balho, é proposta por T. von Kármán para um caso intermediário : 
rotações desprezíveis em relação ã unidade, porem muito maiores 
que as deformações, correspondentes a estruturas que sofrem gran-
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des deflexões. 
3 .1 - SIMPLIFICAÇÕES INTRODUZIDAS NA TEORIA TRIDIMENSIONAL 
Numa placa delgada de espessura constante é defini 
do um sistema de eixos cartesianos x, y, z , cuja origem encon 
tra-se no plano da superfície média. A direção do eixo z e con 
siderada normal a este plano. 
No desenvolvimento da teoria de deformações de pl~ 
cas delgadas adota-se a hipótese de Kirchhoff. Essa hipótese po-
de ser formulada analiticamente pelas seguintes equaçoes: 
E = Ü z 
= o e 3 .. 1) 
(3.2) 
A equaçao (3.1) determina que as retas normais a 
superfície média permaneçam normais após a deformação, 
(3.2) traduz a inextensibilidade destas retas. 
Os componentes que se anulam no tensor de 
permitem escrever: 
au aw 
.;--z + -o ax 
+ au 
ax 
av + az 
aw + au 
ay ay 
au 
az + av ax 
au + av 
az ay 
+ ( aw) 2 .]· = o 
az 














( 3. 3) 
O sistema de equaçoes diferenciais homogêneas (3.3), 
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cujas incógnitas sao u , v , w , tem solução. do tipo: 
y) + z • e (x y) 
y) + z • 1jJ (x y) (3.4) 
w = w
0
(x , y) + z • À(x, y) 
onde representam deslocamentos de pontos situados 
na superfície média (z = O) 
Levando (3.4) em (3.3), obtem-se 
e' + 1/!2 + c1 + À) 2 = 1 
(3.5) 
• e + (1 + 'P + (1 + À) o 
expressoes que possibilitam definir e , 1jJ , À em função dos des 
locarnentos da superfície média. 
Resolvendo as duas Últimas equaçoes de (3.5), con-









• (1 + À) 
1jJ = --"- • (1 + À) 
C! o 
3 
e 3. 6) 
obtem-se 
au
0 a. o ; 
2 ay 









- (1 + 
- (1 + 
av 

















+ a. o 
2 
2 
+ a. o 
3 
- 1 (3.8) 
Define-se, agora, um ponto M(x, y, z) no inte 
rior da placa. Após a deformação, este ponto passa a ocupar a PQ 
sição M(x , y , z) . 
O ponto N(x + dx , y + dy , z + dz) , infinitame~ 
te próximo de M' é deslocado até a posição N(x + dx 'y + dy' 
z + dz) . 
o vetor M, de projeções dx dy dz ' determi-
na o módulo e a direção do elemento de linha do corpo cujo módulo 
e direção, antes da deformação, eram dados pelo vetor M , de prQ 
jeções dx dy, dz 
Como: 
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x = x + u(x, y, z) 
-
y = y + v(x 'y' z) (3.9) 
z = z + w(x, y, z) 
as componentes do vetor M podem ser obtidas por diferenciação de 
(3.9): 
dx- = (l + au) dx + au d au d ax ay Y + ãz z 
dy- = av d (l av) d av d ax x + + ay Y + ãz z (3.10) 
dz = ~: dx + ~; dy + (1 + ~:) dz 
Estas equaçoes expressam as projeções de um elemen 
to de linha do corpo, apos a deformação, em termos de suas proje-
ções antes da deformação. 
Resolvendo o sistema de equaçoes (3.10), 
como incógnitas dx, dy, dz , obtem-se: 
dx = l Ce111 . dx + . dy + • dz) det g (112 ª13 
dy 1 e e1z 1 dx + dy + dz) = • e1zz . e1z3 . det g 






ª11 = (l + ~) ' (1 + ~:) - ~~ 
g -






aw aw au ay - c1 + az) • ay 
av _ (l + av) 
ãz ay 




= ( l + a u) , ( l + aw) _ a u 







av au av 
ax - (l + ax) · ãz 




aw _ (l + au) • aw 
ax ax ay 
= (l + au) . (l + av) _ au 
ax ay ay 




















As equaçoes (3.11) expressam as projeções de um 
elemento de 1 inha do corpo, antes da deformação, em termos de suas 
projeções após a deformação. 
Supondo que o vetor ~, apos a deformação, fique 
paralelo ao eixo x , com projeções CM) . ; dx 
- X 




: O , suas projeções antes da deformação são: 
dx ; ª11 dx det g 
dy ; ª21 dx (3.14) det g 
dz ª31 dx ; det g 
e seu módulo: 





M 1 - M 
M 
det g 
- 1 (3.16) 
e o alongamento relativo do vetor M 
Os cossefios diretores de M sao: 
cos(l:! ' x) 
cos(l:! ' 
y) 















= det Q • ª31 
(3.17) 
Esses cossenos determinam a direção, antes da de-
formação,do elemento de linha que, após a deformação, torna-se p~ 
ralelo ao eixo x. 
Analogamente, pode-se obter: 
det g 
E-= - 1 
Y ~ ªí2 + ª22 + ª32 
(3.18) 
det g 
E-= - 1 
z ~ ªÍ3 + ªí3 + ª33 
Chamando de i 1 i 3 os vetores unitários das 
três direções acima que, após a deformação, tornam-se ortogonais, 
seus cossenos diretores .com o sistema de eixos coordenados x , 
y, z podem ser tabelados da forma: 
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il i2 i3 
1 + E- 1 + E- 1 + E-
X 
X y z 
. a:e.t Q 
. 
ª11 .a:et 
. a . ciet Q • ª13 Q 12 - -






ª23 Q Q det Q (3.19) 
- -
l + E- 1 + E- 1 + E-
X y z z det 
. 
ª31 ciet • ª32 det 
. 
ª33 Q Q Q - - -
O volume do paralelepípedo infinitesimal de lados 
dx, dy, dz é dado por: 
V= dx • dy • dz (3.20) 
Após a deformação, o paralelepípedo toma-se oblíquo,se!! 
do as projeções dos lados deformados dx , dy , dz calculadas por 
(3.10). O volume , então, passa a ser: 
v = dx dy dz = det g . dx • dy. dz 
A razao entre os volumes final e inicial e: 
v - det g = 1 + 6 -v--
(3.21) 
(3.22) 
onde 6 e a mudança relativa no volume do corpo, devido a defor-
maçao. 
Como na teoria de pequenas deformações desprezam-
se alongamentos e distorções, comparados à unidade, 
(3.19) reduz~se a 
a tabela 
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il i2 i3 
X ª11 ª12 ª13 
(3. 23) 
y ª21 ª22 ª2 3 
z ª31 ª32 ª33 
A substituição de u , V , w por uo , V , w na o o 
definição dos parãmetros Cl •• 
l] 
(3.12) permite escrever: 
~ 
2 2 2 
Cl o + o + Cl o = 1 (3.24) 1 ª2 3 
sendo como em (3.7). 
Logo, introduzindo (3.24) em (3.8), obtem-se: 
À= a 0 - 1 
3 




A consideração de (3.25) e (3.26) em (3.4) propor-
ciona que se obtenha uma relação através da qual é possível cale~ 
lar os deslocamentos de um ponto qualquer da estrutura em termos 
dos deslocamentos do ponto correspondente na superfície média,fug 
çao de x e y apenas. 
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Substituindo esses valores de deslocamentos nas ex 
pressoes das componentes do tensor de deformações de Green: 
EX = EXO + z 
. sx + z2 . nx 
Ey = E + z . sY + z2 . ny (3. 27) Yo 




0 E = ax + XO 
av o 





+ o Yxy = ay ax o 
sx = 








e axº) [ au 
2 
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1 1 (~) 2 + . ôijJ 2 + ( ~;) 2 J nx = 2 Cax) ax 
= 1 [ (~) 2 + (~) 2 + (~) 2 J (3.30) ny l. ay ay ay 
= ae ae + ôijJ ôijJ + a~ a~ nxy ax • ay ax ax ay ay 
Os termos em z 2 indicam que uma lei de variação 
linear dos deslocamentos ao longo da espessura implica numa lei 
de variação quadrática dos componentes de deformação. Entretanto, 
para pequenas deformações, as correções introduzidas pelos termos 
não-lineares sao insignificantes, podendo ser desprezadas. 
A equação (3.27) reduz-se, então, a: 
E =E +z•S 
y Yo y 
+ z • s xy 
(3. 31) 
onde os parãmetros caracterizam a curvatura da su 
perfície média deformada da placa. 
As equações (3.31) são utilizadas em problemas de 
deflexões muito grandes. Quando as rotações que os elementos do 
corpo sofrem sao pequenas comparadas à unidade, algumas simplifi-
cações podem ser introduzidas em (3.28) e (3.29). 
Na teoria de placas delgadas sujeitas a pequenas 
deformações, além disso, admite-se que as rotações relativas dos 
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elementos em torno do eixo z (normal a superfície média) sao 
muito menores que em torno de x e y Essa propriedade deriva 
do fato de placas serem estruturas muito rígidas no seu plano. 
De acordo com essas considerações, podem ser des-
prezados em (3.28) e (3.29) todos os termos não-lineares, exceto 
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0 • 3y 
a2 w o 
ax ay 




as equaçoes propostas por T. von Kármán para a deformação de pl~ 
cas. Para este grau de aproximação., os deslocamentos de um ponto 
qualquer da placa são calculados a partir dos deslocamentos de po~ 
tos correspondentes na superfície média por: 
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- z • 
v;::.v -z• 
o 
3.2 - FORMULAÇÃO DO MlÕTODO DOS ELEMENTOS FINITOS 
(3.34) 
Através das equações (3.34) observa-se que o estu-
do foi reduzido de tripara bidimensional. Resta, agora, desen -
volver uma formulação eficiente para se calcular os deslocamentos 
de pontos situados na superfície média. 
A relação entre deformações e deslocamentos da su-
perfície média (3.31) pode ser escrita em forma matricial como: 
sendo: 
definidos em (3.32) e (3.33): 







+ av ax 
E:p 'L = 
(3. 35) 
(3.36) 
1 cªw) 2 2 (3. 37) ay 








E contem as deformações provenientes 
do estado plano de tensões, sendo EP,O a contribuição infinite-
simal e EP,L a parcela não-linear, consequ;ncia das mudanças na 
geometria da estrutura. O vetor EF contem as deformações por 
flexão, produzidas pela curvatura da superfície média. 
As tensões correspondentes a estas deformações sao, 
usualmente, definidas em termos de esforços solicitantes. Na for 
mulação clássica da teoria de placas, esforços normais e momentos 
fletores e torsores por unidade de comprimento são calculados por: 
Nx 
= J t/2 
a . dz Ny = J t/2 a • dz N =f t/2 T • dz X y xy xy 




~ = z • a • dz ~ =f z. a • dz M = z • T •dz X y xy xy 
-t/2 -t/2 -t/2 
(3 .. 40) 
onde e sao as tensões normais, a tensão cisalhante 
e t a espessura da placa. 
Para materiais is6tropos, a matriz D que relacio 
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na tensões e deformações tem a seguinte forma: 
1 V o 
D = E 1 o (3.41) V 
1 - v> 
o o 1 - V 
Assim, integrando as equaçoes (3.39) e (3.40) ob-
tem-se: 
N = {Nx N N }T = 
Dp p E y xy (3.42) 
T = {Mx My M }T xy = 
DF EF e 3. 4 3) 
sendo: 





Definindo a relação entre deslocamentos num ponto 
qualquer e deslocamentos nodais por: 
u 
















o N~ - -l 





As matrizes e relacionam, 
(3.46) 
e 3. 4 7) 
(3.48) 
respectiva-
mente, deformações infinitesimais de estado plano de tensões e de 
flexão com os deslocamentos nodais correspondentes. A ·matriz 
BF,L ê não-linear, função dos deslocamentos. Para o seu cálculo 
e necessário reescrever EP,L como: 
aw o ax 
aw 
ãx 









A diferenciaçio de (3.49) conduz a 
d;P,L = 1 (dA ~ 2 - e + A d~) = A de (3.50) 
O vetor e (3.49) e relacionado aos deslocamentos 
e = G (3.51) 
aNF F 
1 aN 2 
ax ax · · 






Esta expressao, ao ser diferenciada, fornece: 
d8 = G (3. 53) 
Logo, através de (3.50) e (3.53), chega-se a 
(3.54) 
G (3.55) 
A matriz de rigidez tangente e obtida pela diferen 
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ciação com relação a o da expressao 
F { BT o dV -
que representa o vetor das forças nodais internas. Assim: 





A matriz B relaciona incrementes de deformações 
aos deslocamentos: 
dE = B do (3.58) 
e pode ser decomposta numa parcela infinitesimal e outra não-li -
near, da forma: 
BP o o BF ,L - -
B = BO + BL = + (3.59) 
o BF,O o o - -
Como BO - independe dos deslocamentos, obtem 
se de (3.55); 
dBT = dr~F,~T = GT dAT (3.60) 
:li possível, então, uma relação do tipo: 








A matriz de rigidez tangente pode, agora, ser ava-
T' • ~) dV (3. 63) 









e 3. 6 7) 
Separando os componentes do vetor de deformações 
E (3. 35) em: 
p 1 Bº 1 8F,L ªp E 
l-2 
1 
E = = (3.68) -
F BF ,o o F E -
o vetor de forças nodais internas (3.56) pode ser calculado por: 
(3.69) 
com como em (3.65) e: 
KF= f (i• BPT Dp• BF,L+BF,LT •Dp 
A 
(3.70) 
3. 3 - ELEMENTOS IMPLEMENTADOS 
Com a formulação desenvolvida, diversos modelos p~ 
dem ser implementados, entre elementos triangulares, retangulares 
e quadriliteros arbitririos, com variadas opções no que diz res -
peito à definição do campo de deslocamentos. 
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Brebb.ia e Connor 6 desenvolveram um elemento para 
cascas abatidas no qual a curvatura da estrutura é levada em con-
ta nas relações deformações-deslocamentos. 
a forma: 
au -ax 
EP,o = av -
ay 
dU + 3y 
w • 
a· 2 z 
ax 2 
w . d 2 Z 
3y2 
av - 2 • w • ax 
sendo a casca considerada abatida quando: 
(~) 2 
ax 
O vetor P,o E tem 
(3. 71) 
(3. 72) 
Para tal, valeram-se da associação de elemento li-
near de estado plano de tensões com o elemento R-12 (41), cúbico 
não-conforme de flexão. Deste modo, a parcela linear da matriz 
de rigidez tangente pode ser avaliada explicitamente. A contri-
buição não-linear, porém, é calculada por meio de integração nume 
rica, devido à complexidade dos termos envolvidos. 
Gallagher e outros' 2 estudaram fenômenos de insta-
bilidades de placas e cascas abatidas utilizando-se de elemento 
quadrilátero plano. Neste caso, a parcela não-linear da matriz 
de rigidez considera apenas a influência das forças de membrana 
na rigidez à flexão da estrutura (termo GT • M' • §). 
Com a finalidade de possibilitar a integração ex-
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plíci ta das matrizes dos elementos, al.gumas simplificações foram 
introduzidas, por exemplo, a consideração de forças de membrana 
constantes em cada elemento, iguais a média das mesmas por no. o 
comportamento flexional do elemento e aproximado por meio de um 
polinõmio de terceiro grau. Assim, na avaliação da matriz Kº 
(3.65), como aparecem apenas derivadas segundas dos deslocamentos 
de flexão, vários coeficientes do polinômio são eliminados, tor-
nando simples a integração. A matriz G (3.52), entretanto, e 
função de derivadas de primeira ordem desses deslocamentos, o que 
torna a integração de K1 (3.66) muito complexa. 
Foram adotadas, então, no cálculo de Kº e 
expansoes de ordens diferentes para os deslocamentos de flexão 
cúbica no primeiro caso, linear ou quadrática no segundo. Compro-
vou-se que os erros introduzidos por essa inconsistência são redu 
zidos com o refinamento das malhas. 
Prato~, seguindo uma formulação mista assumiu, 
além das forças de membrana, também a matriz A (3.49) de rota-
çoes constante para cada elemento. 
Bergan e Clough~ estudaram placas com deformações 
iniciais utilizando elemento quadrilátero parcialmente quadrático, 
composto pela associação do elemento isoparamétrico linear de es-
tado plano de tensões (17) com o elemento Q-19 de flexão (45) 
Na formação do Q-19 , utilizam-se quatro triângulos com três 
graus de liberdade (w , ex , ey) por no. Para garantir compati 
bilidade de deslocamentos no interior do elemento, definem-se nos 
no ponto médio das fronteiras comuns a cada dois triângulos. Es-
tes nós apresentam possibilidade de rotação em torno da normal a 
superfície média (8n) , totalizando dezenove graus de liberdade 
por elemento. 
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Ao se acoplar o elemento isoparamétrico, que pos-
sui dois graus .de libe.rdade (ti , v) por no, funções de desloca-
mentos associadas aos deslocamentos no plano, para o no cent.ral. 
são incluídas na análise. Posteriormente, eliminam-se os graus 
de liberdade de todos os nós internos por meio de condensação es-
tática. A consideração de deformações iniciais é feita 
de funções de interpolação adequadas. 
através 
Como o presente trabalho pretende efetuar compara-
çao entre resultados obtidos com formulação tridimensional e de 
placas delgadas, procurou-se manter as mesmas características geQ 
métricas do elemento desenvolvido no capítulo anterior. Optou-se, 
desta forma, por elemento retangular para a solução dos exemplos 
analisados. O comportamento de estado plano é representado por 
expansão linear e, à flexão, por expansao cúbica, preservando - se 
compatibilidade de deslocamentos, apenas. A rotação en em tor-
no da normal à superfície média é incluída como grau de liberdade 
fictício ao nível do elemento, necessário para a obtenção .da ma-
triz de rigidez da estrutura. 
Polinômios de ordem mais alta também podem ser us~ 
dos tanto para aproximar o comportamento de estado plano de ten-
sões quanto para o flexional. Como na análise não-linear o tempo 
de geração das matrizes dos elementos é crítico, parece ser mais 
eficiente a utilização de elementos simples, muito embora estes 
elementos exijam discretizações refinadas da estrutura. 
A parcela linear da matriz de rigidez tangente e 
do vetor de forças nodais equivalentes foi obtida explicitamente 
da referência (41), sendo a contribuição não-linear calculada atra 
vês de integração numérica. Testaram-se diversos esquemas de in-
tegração, adotando-se 2 x 2 pontos de Gauss. 
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A matriz de massa consistente, da mesma forma, e 
explicita.da em (41), havendo necessidade de transformação idênti-
ca a da matriz de rigidez a fim de se obter a matriz de massa da 
estrutura. Matrizes de massa discreta também são consideradas. 
Seguindo o mesmo tipo de aproximação, dois outros 
modelos foram incluídos: o triãngulo correspondente à associação 
dos elementos TRIM-3 e T-9 e o quadrilátero obtido por mera 
condensação de quatro destes triângulos. 
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IV - RESULTADOS DE ANÁLISES 
Neste capítulo procura-se estabelecer comparaçao 
entre os resultados numéricos obtidos através da utilização das 
duas formulações desenvolvidas anteriormente. Para tal, estudam-
se estruturas laminares de diferentes formas geométricas. Sempre 
que possível, as soluções do método dos elementos finitos sao con 
frontadas com soluções analíticas ou experimentais, a fim de se 
verificar a concordância entre os vários métodos no tratamento do 
fenômeno de não-linearidade geométrica. 
Na primeira análise, empregam-se elementos partic~ 
larizados para flexão de placas. Os estudos efetuados comprovam 
o grande enrijecimento que estas estruturas apresentam, normalmen 
te, quando se considera a influência das forças de membrana na ri 
gidez à flexão. 
A resposta dinâmica da casca cilíndrica engastada 
do segundo exemplo é obtida para uma carga de intensidade maior 
que a de flambagem. Diferentes tempos de duração da carga sao con 
siderados. Comparam-se soluções lineares e não-lineares. 
O comportamento não-linear de "folded plates" su-
jeitas a cargas transversais e discutido no terceiro exemplo. Pa 
ra possibilitar este estudo, faz-se necessária a consideração do 
sexto grau de liberdade no campo de deslocamentos do elemento de-
generado para cascas. Analisam-se diversos modelos, com excelen-
tes resultados. 
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4.1 - PLACA SIMPLESMENTE APOIADA 
a) Carga Estitica 
As características geométricas e propriedades da 
placa sao mostradas na figura (4.1). A carga aplicada e de 15 
psi, uniformemente distribuída. Devido à simetria, 
apenas uma quarta parte da estrutura. 
analisou-se 
Este problema foi resolvido analiticamente por Le-
vy~, que utilizou as equações diferenciais de grandes deflexões 
propostas por von Kirmin, obtendo a solução através de expansao 
em séries trigonométricas. Bergan e Clough"" estudaram o mesmo ca-
so por meio de M.E.F., valendo-se do elemento quadrilitero des-
crito no capítulo anterior, adotando malha 4 x 4 na ·discretização 
da estrutura. Os resultados concordaram com os de Levy. 
A estrutura apresenta forte não-linearidade geome-
trica, enrijecendo-se rapidamente com a deformação. Assim, a apll 
cação da carga deve ser feita através de pequenos incrementas no 
início e verificações de equilíbrio para correçao da configuração 
deformada do corpo. 
A anilise com o elemento degenerado de 
("PLAIDQ") foi efetuada com malha 2 x 2 e, com o de placas 
placas 
delga-
das ("FPRNC"), através de 16 elementos (4 x 4). Dividiu-se a car-
ga total em sete incrementas, sendo os três primeiros de 1 psi e 
os demais de 3 psi. Os resultados obtidos com o elemento degene-
rado, comparados aos de Levy, encontram-se nas figuras (4.1) e (4.2). 
Como se trata de uma placa delgada, as deformações por cisalhamen 
to transversal não têm influência na aniliie, conforme mostra a 
tabela 4.1, onde se compara também o número de iterações efetuadas 
em cada incremento de carga. O método adotado para a resolução 
do sistema de equações não-lineares foi o de Newton-Raphson, com 
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DESLOCAMENTO CENTRAL (x 10 
-2 
in) N9 DE ITERAÇÕES 
"PLAlDQ" ºFPRNC" ''PLAIDQ" 
5,803 5,775 6 
8,242 8,274 3 
9,931 9,979 3 
13,342 13,410 2 
15,710 15,785 2 
17,591 17,664 2 
19,180 19,246 2 
TABELA 4.1 - PLACA SIMPLESMENTE APOIADA 
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4. 2 - TENSÕES 
o 
o 
" XA { k si) 
20 30 
NO NÓ CENTRAL 
A placa retangular da figura (4.3b) é exemplo dó manual 
do programa NONSAP 34 , onde se obtém a resposta dinâmica linear p~ 
ra uma carga de aplicação súbita e constante (figura 4.3a). Uti-
lizando este exemplo, procurou-se comparar as respostas não-line~ 
res fornecidas pela estrutura para o mesmo caso de carregamento. 
Na figura (4.4) é mostrada a variação da deflexão 
do no central ao longo do tempo. Note-se que os deslocamentos sao 
da ordem de metade da espessura, logo o problema é fracamente nao 
linear. Contudo, estes efeitos ainda são sensíveis, reduzindo a 
deflexão máxima em aproximadamente 20%, tanto na análise estática 
como na dinâmica. Também o período natural diminui com a não-li-
nearidade. 
As respostas dinâmicas foram obtidas com matrizes 
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de massa consistente. Considerou-ie, também, matrizes de massa 
discreta, nas quais a inércia de rotação foi desprezada. Os re-
sultados coincidiram com os anteriores. 
Para verificar a convergência das soluções, malhas 
mais refinadas dos dois elementos foram analisadis, porém os re-
sultados não mostraram qualquer alteração significativa. 
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FIGURA 4. 3·- PLACA COM CARGA DINÂMICA 
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FIGURA 4.4 - DEFLEXOES ' DO NO CENTRAL 
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4.2. - CASCA CILÍNDRICA ENGASTADA 
A casca cilíndrica da figura (4.Sb) e exemplo clã~ 
sico, constando em diversos trabalhos sobre o metada dos elemen-
tos finitos (6, 31, 47). Pretende-se estudar os efeitos da nao-
linearidade na sua resposta a cargas dinâmicas. 
A geometria, propriedades e variaçio da carga com 
o tempo sao mostradas em (4.5). Foram efetuadas três análises:na 
primeira, a carga considerada tem curta duraçio, atuando apenas 
cerca de 10% do período do primeiro modo normal de vibraçio; na 
segunda, atua durante metade deste período e, na terceira, tem du 
raçao infinita, com valor constante. 
Como a casca e muito abatida, as deflexões provo-
cam considerável mudança na forma de seçio transversal. Essas mu 
danças sio responsáveis pela nio-linearidade da resposta. No ca-
so especial da Figura (4.8), as deflexões sio de ordem tal que a 
curvatura da casca e alterada, com ocorrência de "snap-through" 
Nas soluções obtidas observa-se que, em todos os 
casos, a análise linear fornece resultados menores que os nio~li-
neares. Esta diferença e afetada pela duraçio da carga: e da or-
dem de 20% na figura (4.6); em (4.7), aumenta para 50%; na figura 
(4.8), e superior a 80%. 
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FIGURA 4.7- DEFLEXÃO CENTRAL ( CASO 2) 
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4.3 - "FOLDED PLATES" 
Apesar da crescente utilização deste tipo de estru 
tura, poucos resultados numéricos de análises de seu comportamen-
to não-linear são fornecidos. Assim, para testar a eficiência dos 
elementos desenvolvidos, no presente trabalho, na análise de es-
truturas cuja superfície média apresenta descontinuidades estudou 
se, inicialmente, um exemplo simples de viga com seção T . 
Foram considerados dois tipos de seção transversal 
diferentes, porem com mesma are a e momento de inércia, de modo que 
os resultados obtidos com uso de elementos derivados de teoria de 
viga-coluna sejam iguais em ambos os casos. As características e 
propriedades das estruturas são mostradas nas figuras (4.9a) e 
(4.9b), como também as malhas adotadas. 
Na figura (4.10), observa-se que as deflexões obtl 
das com o elemento tridimensional degenerado ("PRIIDQ") pratica-
mente coincidem com o resultado dos elementos de pórtico plano 
("PP"). Além disso, não houve qualquer alteração sensível entre 
os resultados para os dois tipos de seção. O mesmo não ocorre com 
o elemento de placas delgadas ("CPRSl"), que não considera deformações 
por cisalhamento transversal, significativas nesta análise. 
A alma da viga é associada a uma placa com carga 
no próprio plano, logo seu comportamento de flexão e aproximado 
pela expansão linear de estado plano da placa. 
Os resultados obtidos para o tipo II sao melhores 
que para o tipo I, pois no primeiro caso a flexão da mesa (repre-
sentada por expansão cúbica) é predominante, enquanto no segundo 
caso predomina a flexão da alma. 
Esforços normais e momentos fletores na seçao de 
88 
engastamento sao confrontados nas tabelas (4.2) e (4.3). A prin-
cipal diferença entre os resultados parece ser a consideração de 
deformações por cisalhamento na formulação tridimensional. Entre 
tanto, outro fator de influência é a incompatibilidade de desloc~ 
mentos que ocorre, no elemento "CPRSl", ao longo da interseção e!:: 
tre mesa e alma. O deslocamento w da mesa, aproximado por expag 
sao cúbica, coincide em direção com o deslocamento v da alma 
aproximado por expansão linear. Essa inconsistência nao acontece 
no elemento "PRIIDQ", onde todos os deslocamentos tem 
quadrática. 
variação 
T I P o I T I P o II 
CARGA "PRIIDQ" "CPRSl" "PRIIDQ" "CPRSl" (t) 
A B A B A B A B 
4 11651 14934 9358 10734 17713 20533 13466 14510 
8 20590 26315 15536 18484 32193 37040 23386 24958 
12 2 8140 35934 19869 24588 44545 51298 31060 33150 
16 35102 44682 23230 29 779 564 75 64406 37512 40108 
TABELA 4.2 - ESFORÇOS NORMAIS Nx(t/m) NO ENGASTE 
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T I p o I .T I p o I.I 
CARGA "PRIIDQ" "CPRSl" "PRI IDQ" "CPRSl" (t) 
A B A B A B A B 
4 - 152 - 135 - 180 - 134 - 1065 - 1046 - 1096 - 1100 
8 - 265 - 224 - 364 - 226 - 1722 - 1733 - 1829 - 1792 
12 - 361 - 301 - 527 - 304 - 22 78 - 229 7 - 2456 - 2374 
16 - 445 - 372 - 674 - 375 - 2 769 - 2801 - 3015 - 2890 
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O elemento degenerado, por ser de formulação isop~ 
ramétrica, e bastante eficiente na discretização. de geometrias ar 
bitrárias. Para demonstrar essa propriedade, recorreu-se a um 
exemplo analisado na referência (11) através de elementos retang.!:: 
lares de formulação híbrida, com seis graus de liberdade por no. 
As características do modelo encontram-se na figura (4.11). Os 
diafragmas das extremidades foram construídos com chapas de alumí 
nio da mesma espessura das que compõem a estrutura e ligados as 
lâminas por meio de cantoneiras de aço. 
Inicialmente, a consideração dos diafragmas foi 
feita através de condições de contorno apropriadas. Sendo estes 
delgados, restrigiram-se apenas deslocamentos no seu próprio pla-
no. A tabela (4.4) apresenta uma comparação com resultados de 
(11) . Como a carga aplicada provoca deslocamentos muito pequenos, 
desprezam-se os efeitos de não-linearidade. 
Numa segunda análise, os diafragmas também foram 
discretizados, obtendo-se elementos bastante distorcidos (figura 
4.12). Os resultados dessa análise, comparados à anterior, sao 
mostrados na tabela (4.5). Apesar dos diafragmas terem sido con-
siderados como infinitamente flexíveis perpendicularmente ao seu 
plano, as diferenças foram pequenas mesmo para pontos situados na 
sua proximidade. Conclui-se que esta aproximação é satisfatória 
no caso de diafragmas delgados. O grau de distorção dos elemen-
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FIGURA 4.11 - CARACTERÍSTICAS GEOMÉTRICAS 
( a) ( b ) 
FIGURA 4. 12 - DISCRETIZAÇÃO DO DIAFRAGMA 
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N Õ A B c D E F 
DESLOCAMENTOS VERTICAIS (x 10-3 in) 
"PRIIDQ" (4 X 3) - 14,83 - 12,25 - 5,71 2,88 2,90 2,92 
"CPRSl" (5 X 12) - 14,60 - 12,00 - 5,67 2,71 2,74 2,76 
REF. 11 (5xl2) - 14,90 - 12,20 - 5,72 2,87 2,90 2,92 
DESLOCAMENTOS HORIZONTAIS (x 10-3 in) 
"PRIIDQ" o o 4,20 9,66 17,08 24,47 
t1 CPRSl" o o 4,09 9,40 16,60 23,80 
REF. 11 o o 4,19 9,64 17,00 24,40 
TENSÃO ªx (psi) 
"PRIIDQt1 - 970 - 845 8 897 655 440 
"CPRSl ti - 833 - 84 7 5 851 576 318 
REF. 11 - 953 - 918 10 904 654 387 
MOMENTO M (J>,b . in/in) y 
"PRIIDQ" 3,87 3,94 1,90 - 0,23 - 0,04 o 
t1CPRSlt1 3,80 3,87 1,75 - 0,29 - 0,14 o 
REF. 11 3,90 3,97 1,80 - 0,29 - 0,15 o 
TABELA 4.4 - tlFOLDED PLATE" COM CARGAS CONCENTRADAS 
NOTA: 
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N Ci A B c .D E 
(a) - 14,82 - 12,21 - 5,86 2,49 2,52. 
(b) - 14, 82 - 12,22 - 5,85 2,54 2, 5 7 
(e) - 14,83 - 12,25 - 5,71 2,88 2,90 
N Õ A' B' C' D' .E' 
(a) - 7,51 - 6,15 - 2,99 1,15 L, 16 
(b) - 7,47 - 6,15 - 2,97 1,19 1,20 
(e) - 7,42 - 6,13 - 2,85 1,44 1,45 
TABELA 4.5 - DESLOCAMENTOS VERTICAIS -3 (x 10 in) 
(a) DIAFRAGMA DISCRETIZADO NA FIG. (4.12-a) 
(b) DIAFRAGMA DISCRETIZADO NA FIG. (4.lZb) 
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Para estudar o comportamento não-linear de "folded 
plate~'sujeitas a cargas transversais, analisaram-se três estrUtu 
ras de diferentes formas geométricas. As dimensões dessas estru-
turas foram selecionadas de modo a possibilitar a comparação dos 
resultados com os obtidos experimentalmente na ref. (10). Todos 
os modelos foram construídos com chapas de alumínio 2024-T3 e se 
apoiam, nas extremidades, em diafragmas delgados. Aplicaram-se 
cargas gravitacionais uniformemente distribuídas, de intensidade 
tal que possibilitaram o desenvolvimento de flambagens localiza-
das e a observação do comportamento pós-crítico das estruturas. 
Na referência (10), descrevem-se detalhadamente os equipamentos e 
as técnicas adotadas nos ensaios. 
A geometria, propriedades e malhas utilizadas na 
discretização dos modelos são mostradas nas figuras (4.13) ,(4.14) 
e (4.15). Em todos os casos, a convergência da solução foi veri-
ficada através do refinamento das malhas, sendo que as apresenta-
das fornecem resultados considerados satisfatórios. 
Nas figuras (4.16) e (4.20), comparam-se perfis de 
deflexões ao longo do eixo longitudinal de simetria, para vários 
níveis de carga. Devido aos modelos serem construídos com chapas 
muito delgadas, os resultados obtidos com a formulação tridimen-
sional e a de placas delgadas praticamente coincidem. A pequena 
discrepância entre estas soluções e a experimental é comum neste 
tipo de comparação e pode ser explicada, principalmente, pela não 
consideração de imperfeições iniciais na análise por elementos 
finitos. Essas imperfeições proporcionam o desenvolvimento de 
flambagens localizadas, que podem ser observadas no resultado ex-
perimental, para os níveis mais altos de carga. 
Na figura (4.20), comparou-se também a soluçâo-ob-
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tida na referência (48), atr.avés de elementos planos com expansao 
cúbica para o comportamento de membrana. A maior eficiência des-
s.es elementos e relativa, pois sua formulação e implementação são 
mais complexas, exigindo maior esforço computacional. Note-se que 
os resultados obtidos com 80 elementos lineares se aproximam mais 
da solução tridimensional e da experimental do que com 54 elemen-
tos cúbicos. 
Deflexões, tensões e esforços em diversos pontos 
de interesse são mostrados nas figuras (4.17), (4.18), (4.19) e 
(4.21) e nas tabelas (4.6) a (4.9). 
CARGA "PRIIDQ" "CPRS1" 
(psf) A B. e A B e 
95,5 - 4 76 - 368 1407 - 459 - 392 1359 
153,7 - 730 - 722 1512 - 729 - 759 1556 
182,8 - 867 - 860 1797 - 8 71 - 921 1810 
211,9 - 1005 - 997 2082 - 1012 - 1073 2108 
241,0 - 1145 - 1137 2371 - 1153 - 1227 2411 
270,1 - 1285 - 1280 2663 - 1296 - 1386 2 724 
TABELA 4.6 - ESFORÇO NORMAL Nx (tb/in) - MODELO I 
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CARGA "PRIIDQ" "CPRSl" (psf) 
95,5 - 6,50 - 7,12 
153, 7 - 2,54 - 3,07 
182,8 - l, 38 - 2,08 
211,9 - 0,21 - 0,64 
241,0 2 , 2 2 1, 22 
270,l 4,76 3,73 
TABELA 4. 7 - MOMENTO FLETOR My (Q,b • in/in) PARA NÕ A - MJDELO I 
CARGA "PRIIDQ" "CPRSl" 
(psf) 
A B c A B e 
95,5 1,31 1,54 2,94 1,24 1, 4 7 2 , 9 2 
153,7 2,26 2,43 3,72 2,21 2, 4 O 3,63 
211,9 3,22 3,36 4,78 3,15 3,36 4, 7 2 
270,l 4,23 4, 32 5,73 4,15 4,33 5, 7 4 
328,3 5,31 5,32 6,58 5, 2 2 5,34 6, 70 
357,4 5,88 5,83 6,97 5,79 5,86 7,17 
386, 5 6,48 6,36 7,35 6,38 6,40 7,62 
TABELA 4.8 - DESLOCAMENTOS VERTICAIS (xlO-l in) - MODELO II 
100 
CARGA "PRIIDQ". ".CPRS.l." 
(psfl 
A c D E A c .D E 
40 7,63 5,81 3,73 1,24 7,12 5,43 3,52 1,18 
80 14, 38 10,94 6,98 2 , 2 7 12,74 10,54 6,84 2,27 
120 19,90 15,06 9,49 2,98 20,39 15,56 10,10 3,35 
150 24,17 18,28 11,49 3,58 2 5, 2 5 19,28 12,52 4,16 
180 28,33 21,45 13, 46 4,17 30,07 22,97 14,93 4,96 
200 31,48 23,84 15,00 4,67 33,26 25,41 16,53 5,50 
TABELA 4.9 - DESLOCAMENTOS VERTICAIS (x 10- 2 in) - MODELO III 
1 
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FIGURA 4.14b-MOOELO II-ELEMENTO "CPRSI" 
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FIGURA 4.15a - MODELO m- ELEMENTO "PRIIDQ" 
y 
1 O ó 
FIGURA 4.15b- MODELO m- ELEMENTO "cPRS 1" 
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FIGURA 4. 18- TENSÕES DE TRAÇÃO ( No' A)- MODELO 
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FIGURA 4.19 - TENSÕES DE COMPRESSÃO(NO' C)-MODELO I 
-e ·-"' e <( e -::E "' a:: f--X "' <( e <( -(.) z ... f--"' -e 
























z "' ::E a:: "' a. X "' 
,_ "' a:: a. (.) 
<D 
... "' "' ir o o CD o e --a:: a. ' 
o g t::I o .J "' e o ::E ' .J <( z õ :::, f--(!) z o .J <( e <( ::E a:: o "-"' e ' o N ... <( "' :::, (!) .: 














































li PR li DQ
11 
---- 11 CP RS l " 
w. ( i n) 

























0,8 1,0 1,2 
FIGURA 4.21 - CURVAS CARGA-DEFLEXÃO - MODELO m 
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4. 4 - EFICillNCIA COMPUTACIONAL 
Na tabela abaixo, mostram-se os tempos necessários 
para o cálculo das matrizes dos elementos, obtidos no computador 
BURROUGHS B-6700 do NCE/UFRJ, sem nenhuma especificação de prior! 
dade em qualquer caso. 
Para a análise linear este tempo compreende a ob-
tenção, apenas, da matriz de rigidez linear, enquanto que a colu-
na correspondente à análise não-linear engloba, ainda, a matriz 
de rigidez não-linear e o vetor de forças nodais equivalentes ao 
estado de tensões da configuração anterior. Todos os tempos sao 
dados em segundos. 
TIPO DE ELEMENTO ANÁLISE LINEAR ANÁLISE NÃO-LINEAR 
"PLAIDQ" 2, 5 5,8 
"CASIDQ" 4., 3 10,6 
"PRIIDQ" 6,0 14,2 
"FPRNC" 0,5 1,0 
"CPRS1" 1, 2 2 , 2 
TABELA 4.10 - EFICillNCIA COMPUTACIONAL 
Pode-se notar que a geraçao das matrizes de elemen 
tos planos, mais simples, envolve muito menor esforço computacio-
nal. Entretanto, mesmo para estruturas formadas por superfícies 
delgadas planas e de espessura constante, evidencia-se um certo 
equilíbrio entre as duas aproximações. Isto pode ser observado 
nos modelos da figura (4.14a) e (4.14b), cujas características g~ 
rais são indicadas na tabela (4.11). As discretizações adotadas, 
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com 12 e 80 elementos, praticamente se equivalem em nível de pre-
cisão e tempo total dispendido na resolução do problema. 
CARACTER!STICAS DOS "PRIIDQ" "CPRSl" MODELOS DISCRETIZADOS 
NÜMERO DE ELEMENTOS 12 80 
NÜMERO DE NÕS 51 102 
NÚMERO DE GRAUS DE LIBERDADE 306 612 
MÁXIMA LARGURA DE BANDA 84 48 
NÚMERO DE ELEMENTOS NÃO-NULOS DA 
MATRIZ DE RIGIDEZ 25704 29376 
TEMPO TOTAL POR INCREMENTO 
(em segundos) 216 228 
TABELA 4.11 - CARACTERfSTICAS DOS MODELOS 
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V - CONCLUSÕES 
O tratamento de problemas de deflexões finitas de 
estruturas laminares, considerando a não-linearidade geométrica , 
é feito de forma eficiente através do método dos elementos fini -
tos. Sua utilização permite o conhecimento de toda a história da 
deformação do corpo em função das cargas aplicadas, tanto no esta 
do pré como pós-crítico. Deve ser ressaltado, porém, que proble-
mas não-lineares só podem ser tratados de maneira efetiva com a 
utilização de computadores de grande porte. 
Pelos resultados das análises efetuadas, fica cla-
ro que a aproximação fornecida pelos elementos derivados das equ~ 
ções de von Kármán é suficiente para grande parte dos problemas 
práticos da engenharia. Estruturas delgadas planas ou abatidas, 
de espessura constante, são analisadas indiferentemente com uma 
ou outra formulação. O estudo de estruturas com curvaturas acen-
tuadas, embora possível por meio de elementos planos, exige gran-
de esforço computacional devido ã necessidade de se adotarem ma-
lhas refinadas para aproximar as curvaturas. Nestes casos,é acon 
selhável a utilização de elementos de formulação isoparamétrica, 
assim como para estruturas que apresentam variações de espessura. 
Estruturas espessas devem ser estudadas através de 
elementos de teorias tridimensionais, pois a parcela de deforma-
ção por cisalhamento transversal é significativa, não podendo ser 
desprezada. 
Diafragmas como os dos modelos analisados sao con-
venientemente discretizados por combinação de elementos retangul~ 
res e triangulares planos. Entretanto, persiste a incompatibili-
dade de deslocamentos para os nós situados na interseção de lâmi-
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nas ortogonais. Um meio de removê-la e a utilização de elementos 
com expansão cúbica para estado plano de tensões, muito 
sua implementação se torne um pouco mais complexa. 
embora 
Equações constitutivas de materiais não-lineares p~ 
dem ser incorporadas explicitamente na formulação isoparamétrica 
tridimensional, sem dificuldades adicionais. Este assunto é tra-
tado na referência (25). Problemas que incluem os dois tipos de 
não-linearidade, como grandes deformações de membranas constituí-
das por materiais incompressíveis são analisados, por exemplo, na 
referência (49). 
Uma segunda geraçao de elementos isoparamétricos, 
que se vale da hipótese de Kirchhoff discretizada, como e o caso 
do elemento conhecido por SemiLoof, tem aplicação extremamente 
eficiente na análise linear de estruturas laminares delgadas. Ev~ 
lução idêntica parece ser recomendável ao caso da análise não-li-
near. Entretanto, devido a sua maior complexidade e ao número de 
graus de liberdade condensados, torna-se difícil prever se o uso 
deste elemento será conveniente, uma vez que esta aproximação po-
de resultar computacionalmente dispendiosa na análise não-linear. 
Resultados nesse sentido são aguardados com interesse. 
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- coordenadas globais no estado indeformado 
- coordenadas globais no estado deformado 
- deslocamentos globais 
- matriz de funções de interpolação 
- vetor dos deslocamentos nodais 
- vetor das forças nodais externas 
- vetor das forças nodais internas 
- vetor das forças nodais desequilibradas 
- vetor de tensões 
- vetor de deformações 
- vetor que representa a espessura em cada no 
- rotações do vetor y
3 
coordenadas naturais 
- coordenadas locais 
- deslocamentos locais 
- matriz de rigidez tangente 
- matriz de propriedades elisticas 
- módulo de elasticidade 
- coeficiente de Poisson 
- matriz de massa 
- acelerações nodais 
- densidade 
- jacobiano de transformação de coordenadas 
- jacobiano de transformação de coordenadas para a con-
figuração deformada 
- jacobiano de deformações 
- jacobiano de deformações para o sistema local 
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Nx,Ny,Nxy esforços normais 
Mx,My,Mxy - momentos fletores e torsor 
t - espessura 
"PLAIDQ" - elemento degenerado do isoparamétrico tridimensional, 
especializado para análise de placas. 
"CASIDQ" - elemento degenerado do isoparamétrico tridimensional, 
especializado para análise de cascas. 
"PRIIDQ" - elemento degenerado do isoparamétrico tridimensional, 
especializado para análise de "folded plates". 
"FPRNC" 
"CPRS1" 
- elemento retangular cúbico não-conforme, para análi-
se de placas em flexão (R-12). 
- elemento retangular plano para análise de cascas e 
"folded plates", composto pela associação de elemen-
to linear de estado plano de tensões e elemento cúbi 
co não-conforme de flexão. 
